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Predgovor

Varijacioni rac¢un je matematicka disciplina u kojoj se, opisno govoredi,
radi o odredivanju funkcija takvih da druga veli¢ina, koja zavisi od tih funk-
cija, postize minimum, odnosno maksimum. Ova grana matematike je od
svog zasnivanja u osamnaestom veku, pa sve do danas, budila interesovanje
kod mnogih velikih matematic¢ara i naucnika, a razlog tome mozemo traziti
u Cinjenici da se razli¢iti matematicki problemi mogu jednoobrazno ispitivati

principima varijacionog racuna.

Predmet istrazivanja u ovoj doktorskoj disertaciji je optimizacija oblika
elasticnih tela primenom varijacionog rac¢una. Disertacija se sastoji iz osam

glava, od kojih svaka sadrzi izvestan broj sekcija.

U prvoj glavi su navedeni osnovni elementi varijacionog racuna, sa po-
sebnim osvrtom na varijaciju funkcije i Ojler-Lagranzevu jednacinu, zbog
njihovog znacaja u teoriji varijacionog racuna. Takode, dat je kratak istorij-

ski osvrt na problem optimizacije oblika elasti¢nih Stapova.

U drugoj glavi je dat matematicki model problema optimizacije oblika
elasticnog Stapa, pri ¢emu se ispituju vrednosti parametara opterecenja koje

daju netrivijalno resenje odgovarajuce integro-diferencijalne jednacine. Po-
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kazano je da nelinearne jednacine ravnoteze, za proizvoljnu povrsinu poprec-
nog preseka Stapa, imaju tacku bifurkacije u najmanjoj sopstvenoj vrednosti

odgovarajuceg linearizovanog sistema jednacina.

Treca glava je posveéena uslovima za egzistenciju resenja jednacina koje
odreduju optimalni oblik Stapa, pri ¢emu je koris¢éen Pontrjaginov princip

maksimuma.

U cetvrtoj glavi se razmatraju prvi integrali sistema jednacina koje odre-
duju optimalni oblik Stapa. Odredena je grupa infinitezimalnih transforma-
cija koje ostavljaju invarijantnim njima odgovarajuéi varijacioni princip. Ta-
kode, pokazano je da se dobijeni rezultati poklapaju s rezultatima dobijenim

u radu [8], za specijalni slu¢aj kada nema sile koja deluje na stub.

U petoj glavi prikazani su rezultati numericke analize sistema jednacina
kojima se odreduje optimalni oblik stuba. Razmotreno je i ponasanje odgo-

varajuceg sistema diferencijalnih jednacina za tzv. postkriti¢no stanje stuba.

Od seste glave pa do kraja disertacije analizira se generalizacija problema
odredivanja optimalnog oblika Stapa koji je najotporniji na izvijanje, pri
¢emu se u razmatranje uvodi smicanje. Proces optimizacije koji je sproveden

takode je baziran na Pontrjaginovom principu maksimuma.

Sedma glava tretira ponaSanje Stapa u slucaju kada je opterec¢enje takvo
da dolazi do izvijanja Stapa. Ispitane su tacke bifurkacije nelinearnog sistema
koji opisuje postkriticno ponasanje optimalno oblikovanog stapa. Takode, za
nelinearne jednacine velikih deformacija optimalno oblikovanog stapa for-
mulisan je varijacioni princip ¢ija je Ojler-Lagranzeva jednacina identi¢na

sa jednac¢inama velikih deformacija. Time je reSen tzv. obrnuti problem
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varijacionog racuna, kod kojeg treba pronaci funkcional ako su date Ojler—

Lagranzeve jednacine.

U osmoj glavi je predstavljeno numericko resenje sistema nelinearnih di-
ferencijalnih jednacina koje opisuju velike deformacije Stapa. Odredene su i

ustede materijala koje optimizacija donosi.

Zahvaljujem svojim mentorima prof. dr Cemalu Doli¢aninu i prof. dr
Teodoru Atanackoviéu na ogromnoj pomod¢i i velikodusnim savetima tokom
mog studiranja, a naroCito tokom rada na ovoj doktorskoj disertaciji. Po-
red mnogobrojnih njihovih obaveza, ipak bi stalno nalazili vreme za mene i
pomagali mi, upué¢ujuéi me na odgovarajucu literaturu, a ¢esto i poklanja-
juéi mi knjige za ¢itanje i ucenje, na ¢emu sam im od sveg srca zahvalan.
Imati takve ljude za svoje mentore je velika privilegija i ¢ast. Naravno, po-
sebnu zahvalnost dugujem svojoj porodici i iskrenim prijateljima na podrsci,

strpljenju i razumevanju u toku svih ovih godina.

Novi Pazar, 2022. Enes Kacapor



Glava 1

Uvod

Varijacioni rac¢un zasnovan je u osamnaestom veku, a njegovim utemeljite-
ljima se smatraju Leonard Ojler i Zozef Lagranz. Znacajan razvoj je dostigao
u devetnaestom veku, a danas, zahvaljuju¢i radovima mnogih matematicara,
postao je jedna od znacajnih oblasti kako teorijske, tako i primenjene mate-
matike. Tako je razvoj varijacionog rac¢una bio podstaknut razvojem fizike,
pa i geometrije, treba naglasiti da su varijacione metode, koje su se poka-
zale kao veoma efikasne za reSavanje raznih tipova problema, imale izuzetno
veliku ulogu u razvoju prirodnih nauka inace. Razlog tome lezi u ¢injenici
da principi varijacionog racuna imaju duboko znacenje, jer se razli¢iti ma-
tematicki i fizicki problemi mogu uniformno, po istom modelu, tumadciti i

analizirati, ¢ime se dobija jedan opsti prilaz njihovom ispitivanju i reSavanju.

Zbog svoje sustinski relativno jednostavne prirode, s jedne strane, i svoje
kompleksnosti koja nastaje usled novih prakti¢nih problema, s druge strane,
metode varijacionog racuna se i danas unapreduju, razvijaju i koriste u raz-

nim primenama, a posebno mesto zauzimaju u teoriji optimalnog upravljanja,
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tj. u reSavanju optimizacionih problema. Glavni zadatak teorije optimalnog
upravljanja predstavlja odredivanje parametara procesa tako da neki od una-
pred zadatih kriterijuma optimalnosti bude minimalan, odnosno maksimalan.
Za takve parametre procesa koristi se naziv parametri upravljanja, a kriteri-
jum optimalnosti moze biti, na primer, zapremina materijala, koli¢ina nekog

industrijskog proizvoda, vreme, potrosnja goriva itd.

Imajuéi u vidu da je na$ rad usmeren ka primeni varijacionog racuna, u

nastavku ¢emo ukratko izloziti njegove osnovne elemente, [35].

1.1 Osnovni elementi varijacionog rac¢una

Grubo govoredi, u problemima varijacionog rac¢una radi se o pronalazenju
onih funkcija za koje druga veli¢ina koja zavisi od tih funkcija, tj. funkcio-
nal, postize svoj ekstremum. Za oblast definisanosti funkcionala kazemo da
je skup dopustivih funkcija. Pri primeni varijacionog racuna na fizicke pro-
cese treba imati na umu ¢injenicu da je ¢esta pojava da tokom procesa neki
od njegovih parametara ima ekstremnu vrednost. Za taj fizicki parametar
obi¢no se koristi termin akcija, dejstvo ili kriterijum optimalnosti. Dakle,
razni problemi se definiSu preko nekog svojstva koje izrazava maksimalnost
ili minimalnost odredene fizicke veli¢ine. U tom smislu, moze se navesti ¢u-
veni problem brahistohrone', a upravo on se vezuje za nastanak varijacionog
ra¢una. Naime, neka su date tacke A i B u vertikalnoj ravni. Treba odrediti
oblik krive linije za koji ¢e materijalna tacka, koja se kreée pod uticajem sile
teze, bez otpora i bez pocetne brzine, iz tacke A sti¢i do tacke B za najkrace

vreme. Ovaj problem je 1696. godine postavio Johan Bernuli, a nezavisno

ITranskripcija sa grékog jezika: brahistos hronos, $to znadi najkrace vreme.
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jedan od drugoga resavali su ga Njutn, Lajbnic, Lopital i Johanov stariji brat

Jakob Bernuli.

Da bi se neki fizicki proces dobro opisao elementima varijacionog racuna,
pored realnog procesa koji se zaista odvija, potrebno je formulisati klasu za-
masljenth ili variranih procesa, koji se odvijaju istovremeno kad i realni, a
koji se vrlo malo razlikuju od njega. Sustina varijacionog racuna sastoji se
u tome da je od svih mogucih procesa, koji se istovremeno odvijaju u zada-
tom vremenskom intervalu, onaj stvarni proces zapravo jedini koji zadatom
kriterijumu optimalnosti saopstava optimalnu vrednost. Problemi ovog tipa
spadaju u oblast varijacionog racuna, a za principe na kojima se zasniva
ovakva optimizacija obi¢no koristimo naziv wvarijacioni principi. Verovatno
najpoznatiji varijacioni princip je Hamziltonov princip, ¢ija je glavna karak-
teristika ta da se akcija, tj. kriterijum optimalnosti, uvek formulise preko
odredenog integrala. Ono Sto posebno izdvaja Hamiltonov princip jeste ¢i-
njenica da on, svojom primenom na probleme ¢iji karakter nije iskljucivo
mehanicke prirode, objedinjuje mnoga naizgled potpuno razli¢ita polja fizike

1 tehnike.

[zuzetan znacaj varijacionih principa u primenama sastoji se u moguéno-
sti dobijanja kako ta¢nih, tako i pribliznih resenja velikog spektra inzenjerskih
problema koji se formulisu tim principima. Upravo ta moguénost narocito
dolazi do izrazaja ako imamo u vidu da se, usled kompleksnosti matematic-
kog aparata, veoma mali broj problema moze resiti u potpunosti metodama

matematicke analize.
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1.2 Varijacija funkcije. Ojler—Lagranzeva

jednacina

Na osnovu svega navedenog, vidimo da je glavni zadatak varijacionog
ra¢una odredivanje funkcije z = x(t), koja ispunjava odgovarajuce uslove,
tako da ona saopStava ekstremnu vrednost odredenom integralu. Iz raznih

problema se moze zakljuciti da je, uglavnom, podintegralna funkcija oblika
F = F(t, (), (1)),

gde &(t) oznacava izvod funkcije = z(t) po promenljivoj ¢. Pretpostavimo
sada da je x = z(t) funkcija koja saop$tava najmanju vrednost odredenom

integralu
b

I= /F(t,x,:t)dt, z(a) = x1, x(b) = za. (1.1)

Neka je Z(t) druga funkcija koja se beskona¢no malo razlikuje od funkcije
x(t) u svakoj tacki datog intervala [a, b]. Sada se varijacija funkcije x(t), kao

osnovna operacija varijacionog ra¢una, definise kao
dr =T(t) — x(t),

pri ¢emu jos kazemo da je & LagranZeva varijacija. SusStina varijacije funkcije
jeste u tome $to ona predstavlja infinitezimalnu promenu funkcije i njenih
izvoda, bez promene nezavisno promenljive t. Dakle, promenljiva t je fiksi-
rana, a vrsi se promena same funkcije. Na primer, na Slici 1 su prikazane
krive i 3, pri ¢emu tacki A sa koordinatama (¢, x), na krivoj «, odgovara

tacka A’ sa koordinatama (¢, z + dx), na krivoj f.
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Slika 1. Varijacija funkcije

Imajuéi u vidu to da se operatori variranja i diferenciranja ¢esto javljaju
istovremeno, vazno je naglasiti njihovu razliku. Naime, diferenciranjem me-
rimo promenu funkcije x(t) prilikom promene argumenta ¢, dok se, kao $to
je veé receno, variranjem meri promena funkcije bez promene nezavisno pro-
menljive t. Medutim, vazno je ista¢i ovde da postoje bitne prakti¢ne sitaucije
kada je potrebno varirati i nezavisno promenljivu (na primer, kada granice
u odredenom integralu nisu specificirane), tj. kada se pretpostavlja da je i
nezavisno promenljiva ¢ pretrpela promenu ¢t + At. Tada imamo generalisanu

ili asinhronu varijaciju funkcije (za detalje, videti [35]).

Neka od najvaznijih svojstava Lagranzeve varijacije funkcije su:

(1) nezavisno promenljiva ne ucestvuje u procesu variranja, odnosno

ot = 0;

(2) operatori diferenciranja i variranja su komutativni, odnosno

4 (oa) =5 (fi—t) ;
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(3) operatori integracije i variranja su komutativni, odnosno

Promena integrala (1.1), koja se javlja varijacionom promenom funkcije

x(t), data je izrazom

I(Z) — I(z) = / (F(t,z(t),z(t)) — F(t, 2(t),i(t)))dt,

tako da se potrebni uslovi za ekstremalnost, tj. optimalnost, odredenog in-

tegrala

I(x) = /F(t,x,m')dt, x(a) = z1, x(b) =,

izvode upravo iz ovog izraza, odakle se dobija ¢uvena Ojler—Lagranzeva dife-

rencijalna jednacina

A L (1.2)
Kada integralimo jednacinu (1.2), dobijamo funkciju x = z(¢t, C1, Cs), gde
integracione konstante C; i Cy odredujemo iz uslova z(a) = x1, x(b) = xs.
Za integralnu krivu x = x(t) koja zadovoljava Ojler-Lagranzevu jednacinu
i grani¢ne uslove z(a) = 1, x(b) = 9, kazemo da je ekstremala odgo-
varajuéeg varijacionog problema. Samo na ekstremalama funkcional moze
postiéi ekstremum. Prema tome, Ojler-Lagranzeva jednacina predstavlja

potreban uslov optimalnosti integrala (1.1). Inace, ako izra¢unamo izvod

funkcije 0F/0t po promenljivoj ¢, ova jedna¢ina dobija oblik

PE\ P | (PF\dr (0F 9P
0x2 ) dt? 0x0x ) dt otor  ox )
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odakle vidimo da je Ojler—Lagranzeva jednacina zapravo obi¢na diferencijalna

jednacina drugog reda.

Na kraju ovog dela pomenimo i to da postoje razna uopstenja navedenih
razmatranja. Na primer, kada funkcional zavisi od visih izvoda, kada funkci-
onal zavisi od vise funkcija, kada funkcional zavisi od funkcije vise nezavisno
promenljivih, kada funkcija nije specificirana na krajevima intervala, kada
funkcional zavisi od funkcija koje nisu medusobno nezavisne itd. Medutim,
zbog obimnosti izlaganja, ta uopstenja ne¢emo ovde navoditi, a zaintereso-

vanog C¢itaoca upucujemo na literaturu [34] i [35].

U nastavku éemo se osvrnuti na istoriju problema optimizacije oblika
elasti¢nih $tapova, uz navodenje osnovnih matematickih pristupa datoj pro-

blematici.

1.3 Osvrt na istoriju problema optimizacije

oblika elasti¢nih Stapova

Medu prvima koji se bavio problemom odredivanja optimalnog oblika ela-
sti¢nih Stapova matematickim metodama bio je Ojler, koji je postavio i resio
problem izvijanja stuba, konstantnog poprecnog preseka, pod sopstvenom te-
zinom, [18], [19]. Tako, na primer, stub koji je uklesten pri dnu, a slobodan

na vrhu, pre nego sto se izvije pod sopstvenom tezinom, dosti¢i ¢e visinu

9ET
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pri ¢emu je E Jangov modul elasti¢nosti, p je gustina materijala, A je po-
precni presek, j_1/3 & 1.8663 je najmanji pozitivan koren Beselove funkcije

reda —1/3, a I je moment inercije povrsine popre¢nog preseka.

Takode, Lagranz se bavio odredivanjem maksimalne sile izvijanja elastic-
nog stuba, pri ¢emu je data duZina i zapremina istog, [29]. ReSenje ovog
problema je dao Klauzen 1851. godine, uz nesto izmenjene grani¢ne uslove,

13].

Nakon izvesnog vremena, Keler i Niordson su prisli razmatranju sledeceg

problema:

Odrediti visinu stuba, pri cemu je data zapremina materijala, oblikovanog
tako da se mece izviti pod sopstvenom teZinom i da bude visi od bilo kojeq

drugog stuba napravijenog od istog materijala.

Navedeni problem je u literaturi poznat kao problem najviseg stuba. Keler i
Niordson su ustanovili da je visina optimalno oblikovanog stuba 2.034 puta
veca od visina stuba koji ima konstantan poprecan presek i koji je napravljen

od istog materijala, [25].

Radovima Koksa (Cox) i Mekartija (McCarthy) devedesetih godina pro-
slog veka, [15], [32], [33], gore spomenuti problem ponovo se nasao u fokusu
interesovanja naucnika i istrazivaca. Naime, oni su ukazali na potrebu po-
novnog razmatranja rada Kelera i Niordsona, pre svega zbog prirode spektra

diferencijalnog operatora (diskretan ili ne).

Postoje razliciti kriterijumi koji se koriste u matematickim modelima opti-
mizacije, a jedan od najpoznatijih koji se koristi je model izvijanja elasti¢nog

Stapa, pri ¢emu je Stap pod razli¢itim grani¢nim uslovima i izloZen razli¢itim

11
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opterecenjima, [29], [13], [26], [14].

Kod modela izvijanja postoje dva osnovna pristupa datoj problematici.
U prvom pristupu se pretpostavlja da je data masa Stapa, tj. zapremina
pri konstantnoj gustini, a oblik Stapa se odreduje tako da je njegov otpor
izvijanju maksimalan, odnosno, tako da je sila izvijanja maksimalna. Sto se
tice drugog modela izvijanja, pretpostavlja se da je poznata sila izvijanja, dok
oblik stapa treba odrediti tako da je njegova masa (zapremina) minimalna,
6], [22], [3], [4] [5], [32], [25], [33]. U ovom radu koristi¢emo drugi pristup koji
je napred naveden. Pri tome ¢emo koristiti Pontrjaginov princip maksimuma,
[1], [34], [35], uzimaju¢i da je promenljiva upravljanja? povrsina popre¢nog

preseka Stapa.

U bezdimenzijskom obliku linearizovane jednacine ravnoteze, koje odgo-
varaju analizi stabilnosti po metodu bliske ravnotezne konfiguracije, tj. koje

opisuju proces izvijanja, mogu se napisati kao

(@ ()0(t)) + Af(a)f(t) =0, n=12,3, (1.3)

gde je A parametar opterecenja, a povrsina poprecnog preseka, ¢ nagib ela-
stiéne linije. U jedna¢ini (1.3) tacka iznad promenljive oznacava izvod te
promenljive po t. Jednacini (1.3) moze biti pridruzeno vise razli¢itih granic-

nih uslova.

Parametar n moze imati viSe razlic¢itih vrednosti. Na primer, za pravo-
ugaoni presek konstantne visine on iznosi 1, za kruzni presek vrednost je 2,
dok je za pravougaonik konstantne Sirine i promenljive visine vrednost 3. S

obzirom na fizicko znacenje promenljive a (povrsina popreénog preseka), za-

2Control variable

12



1. Uvod

htevacemo da je a > 0. PoSto se a odreduje iz uslova da je zapremina Stapa

minimalna, odnosno uslova

1

Wopt = min/a(t)dt,
a
0
i nije poznata unapred, to jednacina (1.3) za dato A mora imati reSenje za bilo
koje a. U radu ¢e se prouciti dovoljni uslovi za egzistenciju resenja jednacine

(1.3) uz proizvoljno nenegativno a.

Kada govorimo o uslovima izvijanja za generalisane elasti¢ne Stapove,
tada se javlja druga klasa problema, tako da umesto jednacine (1.3) imamo
jednacinu

(aQé)'JrA (1+26> 6 =0, (1.4)

uz granicne uslove

lim a®(t)4(t) = 0, lim a®(t)4(t) = 0.

t—0 t—1

Parametar  u jednacini (1.4) predstavlja bezdimenzijski smicajni koefici-
jent. Odredivanje parametra A za proizvoljno a nije bas oc¢igledno. U daljem
radu ¢e biti dokazano postojanje parametra A u jednaéini (1.4) za proizvoljno

8> 01a > 0. Nakon toga je odredeno optimalno a.

13



Glava 2

Matematicki model

Razmotrimo stub duzine L, u gravitacionom polju sa ubrzanjem g, takav
da je na gornjem kraju B fiksiran, uz moguc¢nost klizanja duz ose Ox. Neka
na stub deluje sila intenziteta F' na kraju B. Oznacimo sa H i V komponente
kontaktne sile duz osa Ox i Oy, redom. Neka je M moment savijanja, # ugao
izmedu ose Ox i tangente na osi stuba, pri ¢emu pretpostavljamo da je osa
stuba u trivijalnom, neizvijenom, polozaju paralelna osi Ox. Dalje, neka
je S duzina luka ose stuba merena od koordinatnog pocetka O Dekartovog
pravouglog koordinatnog sistema xQOy, E je modul elasti¢nosti, p je gustina
materijala, A i I su, redom, povrsina poprecnog preseka i moment inercije

povrsine poprec¢nog preseka.

Jednagcine ravnoteze su, [7],

dH av dM :
%—qu, E—O, %——VCOSG—l—HsmG, (2.1)

14



2. Matematicki model

gde je qo = pg, pri ¢emu jednacine

dx

dy )
Jg = o8 0, —= =sind, (2.2)

s

izrazavaju nerastegljivost osa, dok konstitutivna jednac¢ina Bernuli-Ojlerove
teorije glasi
de

M= EI—. 2.
e (2.3)

U gornjim jednac¢inama x i y oznacavaju koordinate proizvoljne tacke stuba

u koordinatnom sistemu xQOy.

F

’ N

A(S5)

LdS
S

V ’

Slika 2. Stub duzine L pritisnut silom intenziteta F

Granicni uslovi koji odgovaraju stubu prikazanom na Slici 2 su:

15



2. Matematicki model

tako da je

H(S) = - / WAE)E—F, V(S)=0.
S

Neka je W zapremina stuba, odnosno

Pretpostavljamo da je
gde je o konstanta i to

za kruzni poprecni presek.

Uvedimo sada bezdimenzijske veli¢ine

t=7 =@ M= g T
x Y w
U= — V== W= —.
L’ L’ L3

Iz (2.1)—(2.7) dobijamo
1
<a29> + [\ /a(ﬁ)dﬁ + X | sinf =0, wu=-cosf, U =sinb,
t
pri cemu je sada

uw(0) =0, v(0)=0, 6(1)=0, lima?t)d(t) =0,

t—0

16
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2. Matematicki model

dok je bezdimenzijska zapremina

Kao sto smo ve¢ pomenuli, tacka iznad promenljive oznacava izvod te pro-

menljive po t, odnosno

Ocigledno je da
60:07 U():t, U(]:O?

predstavlja trivijalno resenje sistema (2.8), (2.9), za bilo kakve vrednosti A i
Ao 1 za proizvoljno a > 0. Nas zadatak je da ispitamo vrednosti parametara
A1 1 Ay koje bi vodile do netrivijalnog resenja integro-diferencijalne jednacine

(2.8) sa grani¢nim uslovima (2.9).

17



2. Matematicki model

2.1 Ispitivanje vrednosti parametara \; i A\
koje vode do netrivijalnog reSenja
integro-diferencijalne jednacine (2.8) sa

grani¢nim uslovima (2.9)

Neka je (A, X2) = P € R?. Ako levu stranu prve jednacine® u (2.8)

napisemo u formi operatora kao

1
R(P,§) = (aQé) I Y / a(€)de + N | sing, 6eT,
gde je
T =1{6:0€C*0,1), 6(1) =0, lima?(t)0(t) = 0},

t—0

tada je sistem (2.8);, (2.9)34 ekvivalentan sa

R(P.0) = 0. (2.10)

Kao §to smo veé videli, 0y je trivijalno resenje jednacine (2.10) za proi-

zvoljno P € R2. FreSeov izvod preslikavanja R(P,0) u 6y = 0 je

DRy(P,0)0 = B(P)) = <a2é)' + [ n ja(g)dg |6

t

Da bi postojalo netrivijalno resenje sistema (2.8)1, (2.9)34, potrebno je

3U nastavku éemo umesto konstrukcije, na primer, prva jednacina u (2.8) koristiti
skracenu oznaku (2.8);.

18



2. Matematicki model

da postoji netrivijalno resenje linearizovane jednacine®

1
(azé)' + M /a(f)df + X | =0, (2.11)
uz uslove
0(1) =0, lim a®(t)4(t) = 0. (2.12)

Prema tome, razmatra¢emo grani¢ni problem B(P)# = 0, odnosno

1

(a29‘>' + [ /a(g)dg T o=0.

t

Pretpostavimo da gravitaciona sila nije podlozna promenama, tj. neka je

A1 = A > 0 fiksirano. Posmatrajmo A\ € R kao bifurkacioni parametar.

Lema 2.1. Neka je \; = X dato. Grani¢ni problem (2.11), (2.12) ima samo
realne sopstvene vrednosti, kojih je beskonac¢no, ali prebrojivo mmnogo, u
oznaci Ag,, n € N. Pomenute sopstvene vrednosti mogu se urediti tako
da vazi

O<)\21<)\22</\23<)\24<"~.
Na intervalu (0, 1) postoji n — 1 korena sopstvene funkcije 6y,,. Vazi i

. /\2n 7T2
n—+oco 1 ( 1 gt )

0 a(t)

4Dokauzvovog stava je dat u Teoremi 2.1, a isti¢emo da se isti moze dokazati koriséenjem
Ljapunov—-Smitove redukcije. Tu analizu prikaza¢emo u drugom delu rada kod analize
problema izvijanja sa smicanjem.
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2. Matematicki model

Dokaz. Ako za koeficijente p, ¢ i w u Teoremi 4.3.1 iz [36] uzmemo

1

b= CL2, q= )\1 /a<€)d€7 w = 17

t

tada dokaz nase leme sledi neposredno primenom navedene teoreme. ]

Slede¢om teoremom zelimo pokazati da sistem (2.8), (2.9) za proizvoljno
a(t), 0 < t < 1, ima tacku bifurkacije u najmanjoj sopstvenoj vrednosti linea-
rizovanog sistema (2.11), (2.12). Oznac¢imo tu najmanju sopstvenu vrednost
sa A, tj. neka je

Aop = A.

Teorema 2.1. Ako je A9; = A najmanja sopstvena vrednost linearizovanog
sistema (2.11), (2.12), tada nelinearni grani¢ni problem (2.10) ima tacku

bifurkacije u

P=(\A),

tj. postoji neprekidno diferencijabilna kriva kroz ((A, A),0) takva da vazi

{((AA(s)),0(s)), s € (—&,¢), (A A(0)),0(0)) = (A, A), 00}, (213)

pri ¢emu je

R(P = (N A(s)),0(s) =0, se€(—¢,¢). (2.14)
Dokaz. Koristicemo Teoremu Krandal-Rabinovica, [16], 28] (Teorema I.5.1).

Neka je 6y sopstvena funkcija sistema (2.11), (2.12) sa P(\, A), gde je A dato,

a A je najmanja sopstvena vrednost. Pretpostavljamo da je 6y normalizo-
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2. Matematicki model

vano, tako da je

1
/|90(t)|2dt _1
0

Primetimo da

uz uslove
0(1) =0, lima®(t)d(t) =0,

t—0

vodi do jedinstvene sopstvene funkcije 6 = #y. Da bismo pokazali da je 6,

jedinstvena takva funkcija, primetimo da je

a(l) # 0.

Naime, ako je a(1) = 0, iz (2.3) dobijamo da je M(1) = 0. Tada bismo iz
jednacina ravnoteze zakljucili da postoji samo trivijalno resenje 8y = 0. Kako
je a(1) # 0, to se moze primeniti Teorema 5, [12], pa je 0y zaista jedinstvena

sopstvena funkcija. Sada odredujemo

OB(P)0,
oA

kao

D2R9,A(P, O)Qo - @0,

odakle sledi da vazi

D?*Ry A (P,0)0, ¢ Range B(P = (), A)).
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2. Matematicki model

Prema tome, na osnovu Teoreme 1.5.1, [28], dobijamo

{((A,A(5)),0(5)), s € (=¢,¢), (A, A0)),0(0)) = (A, A), 0)},

pri ¢emu je

Sto je i trebalo dokazati. O]

2.2 Definisanje problema stabilnosti

pritisnutog obrnutog stuba

Ovde ¢emo definisati optimizacioni problem na sledeé¢i nacin:
Za dato Py = (N, A) treba odrediti a*(t) iz sistema (2.11), (2.12) tako da
postoji netrivijalno resenje v da je zapremina

1

w:/fwﬁ

0

minimalna.

Ovako zadat problem naziva se problem stabilnosti pritisnutog obrnutog stuba.
U nastavku bavi¢emo se odredivanjem optimalne povrsine poprecnog preseka

a*(t).
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Glava 3

Uslovi za egzistenciju reSenja
jednacina koje odreduju

optimalni oblik Stapa

Pri optimizaciji oblika elasti¢nog Stapa tako da je opterecenje fiksirano
(parametar A je dat) i da je Stap pri tome stabilan, a da mu je zapremina

minimalna, koristi¢emo metode varijacionog racuna.

Za poglavlja iz varijacionog rac¢una i teorije optimalnog upravljanja koja
¢emo koristiti u disertaciji videti [1], [34], [35], [20]. U sluc¢aju kada se na
povrsinu poprec¢nog preseka ne nameéu druga ogranicenja osim pozitivnosti
za minimizaciju zapremine, moze biti koriséen i klasi¢ni varijacioni racun, tj.
uopsteni problem Bolce, videti [34]. S obzirom na to da ¢emo mi ostaviti
mogucnost koriséenja dodatnih ogranic¢enja na a, na primer, a > ag > 0, mi
¢emo izloziti planiranu analizu gde je koris¢en Pontrjaginov princip maksi-

muma. U nastavku éemo ukratko opisati taj metod.
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3. Uslovi za egzistenciju resenja jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

3.1 Pontrjaginov princip maksimuma

Neka je dat kriterijum optimalnosti koji je izrazen u obliku odredenog

integrala

1
[:/\Il(t,x, u)dt.
0

U gornjem integralu x predstavlja vektor stanja, koji je odreden sa n realnih

funkcija vremena 1 (t), ..., z,(t), odnosno
x(t) = (z1(t), ..., 2a(?))
Funkcije x1 (%), ..., z,(t) se nazivaju promenljive stanja ili parametri stanja.
Vektor

u(t) = (ug(t), ..., w(t))

jeste vektor upravljanja, gde se pretpostavlja da funkcije uy(t), ..., (t), tzv.
promenljive (parametri) upravljanja, pripadaju skupu dopustivih upravljanja

koji je, u slucajevima koje mi nameravamo razmatrati, dat kao

K ={h:heC([0,1]), h(t) > 0}.

Neka su parametri stanja odredeni slede¢im sistemom diferencijalnih jed-
nacina
i'i:fi@,X,U), izl,...,n,
koji opisuje promenu u vremenu svake koordinate stanja kao funkciju vre-

mena, promenljivih stanja i parametara upravljanja, gde su fi, ..., f, zadate
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3. Uslovi za egzistenciju resenja jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

funkcije.

Ako vektor x sadrzi n komponenti, tada su grani¢ni uslovi

LCi(O):CLi, izl,...,n—m,
(3.1)
zj(l)=b;, j=n—-m+1,...,n,

gde su a; i b; konstante.

Centralni rezultat Pontrjaginove teorije se moze iskazati slede¢om teore-

mom, [35].

Teorema 3.1 (Princip maksimuma). Ako je vektor upravljanja u opti-
malan, tj. obezbeduje maksimum (minimum) kriterijumu optimalnosti I,

tada je Hamiltonova funkcija

H = H(t,x,p,u) = ¥(t,x,u) + ipifi(t,x, u) (3.2)

i=1

maksimalna (minimalna), u dozvoljenom skupu upravljanja, u odnosu na

komponente vektora upravljanja u.

Komponente p;(t), i = 1,...,n, vektora

p(t) = (pl(t)7p2(t)a s apn(t))
nazivaju se konjugovane promenljive (generalisani impulsi, neodredeni La-

granzevi mnoZitelji), koje su date kao reSenje sistema

OH
8:62- ’

Di = 1=1,...,n, (3.3)
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3. Uslovi za egzistenciju resenja jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

uz sledece granicne uslove

(3.4)
pj(0)=0, j=n—-m+1,...,n.
Jednaéine (3.3) i
OH
fi?izapi, i=1,...,n, (3.5)

obrazuju sistem od 2n diferencijalnih jednacina, sa 2n+([ nepoznatih funkcija

x1(t), ... xn(t), pr(t), ..., pu(t), ur(t),. .., w(t),

koje se nazivaju kanonske diferencijalne jednacine i koje ostaju nepromenjene

u ¢itavoj teoriji optimalnog upravljanja.

Dakle, iz Teoreme 3.1 vidimo da se biranje optimalnih komponenti vek-
tora upravljanja vrsi optimizacijom odgovaraju¢e Hamiltonove funkcije upra-

vo po ovim komponentama.

U naSoj primeni upravljanje ¢e biti povrsina popre¢nog preseka, a krite-
rijum optimalnosti bi¢e jednak integralu poprec¢nog preseka, tj. zapremini.
Prema tome,

U(t,x,u) =u=a,
a f;(t,x,u) su definisane jedna¢inama modela.

Dakle, na osnovu Teoreme 3.1 zakljucujemo da je neophodan uslov za

minimum dat sa
OH B

50 =0 (3.6)
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3. Uslovi za egzistenciju resenja jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

Resavajuéi ovu jednacinu po a, dobijamo optimalno upravljanje koje, u op-

Stem slucaju, zavisi od ¢, x; i p;, odnosno

Qopt = QO(t,X, p) (37)

Unoseéi tako dobijeno a u jednacine za z; i p;, tj. u jednacine (3.5) i (3.3),

dobijamo sistem od 2n diferencijalnih jednacina prvog reda

ii:ai(t>xap)7 pizﬁi(t7xﬂp)7 L= 1""’”'

Resavanjem gore dobijenog sistema odredujemo promenljive stanja z; i ge-
neralisane impulse p;, koje ¢e, u opstem slucaju, zavisiti od 2n integracionih
konstanti. Te konstante se nalaze iz grani¢nih uslova (3.1) i (3.4). Prema

tome, sada iz (3.7) odredujemo i optimalnu povr§inu poprecnog preseka a.

Treba istaéi da jednacina
OH
i 0
odreduje samo neophodan uslov za minimum H u tackama u kojima a nije na
granici ili u kojima H nije linearna funkcija po a. Sto se tice dovoljnih uslova

za minimum H, neki tipovi tih uslova su dati, na primer, u referencama [31],

[10], [30], [9].
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3. Uslovi za egzistenciju resenja jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

3.2 Primena Pontrjaginovog principa u
reSavanju jednacina koje odreduju

optimalni oblik Stapa

Vratimo se sada reSavanju naseg problema. Uvedimo nove promenljive

1, T2 1 x3 na sledeéi nacin:

1

=0, xy=a%, x3= /a(f)df. (3.8)

t

Primetimo da promenljiva x3 predstavlja zapreminu stuba iznad proizvoljnog

poprec¢nog preseka odredenog promenljivom 2.

Sada iz sistema (2.11), (2.12) dobijamo novi sistem diferencijalnih jedna-

¢ina
. o) . .
Ty =—, Ty=-Arizz—Ar, 23=—q, (3.9)
a
gde je

Na osnovu izlozenog, problem optimizacije oblika elasti¢nog Stapa uz fik-
sirano opterecenje i minimalnu zapreminu, pri ¢emu Stap treba biti stabilan,

sada formulisemo kao:

Odrediti upravljanje a*(t) € K tako da je
1

1
min [ = min/a(t)dt: /a*(t)dt,
0

ael a€ell
0
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3. Uslovi za egzistenciju resenja jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

uz diferencijalna ogranicenja (3.9) i (3.10), gde je

K=1{h:heC0,1]), h(t) > 0}.

Da bismo resili ovaj optimizacioni problem, koristicemo Pontrjaginov

princip maksimuma. Hamiltonova funkcija (3.2) dobija oblik
x
H=a +P1a—; + pa(—=Az123 — Az1) + p3(—a),

gde su konjugovane promenljive p;, ps 1 p3 date sistemom

. OH . 0H P OH
D1 oz, p2(Ar3+A), po D2y 2 B z1pe, (3.11)

pri ¢emu je

Uslov (3.6) za minimum nas vodi do jednacine

8H T2

odakle mozemo izraziti upravljanje a, tj.

D)
a:ﬁGTz. (3.12)

Pokusajmo sada da izrazimo povrsinu a u nesto pogodnijem obliku. U

tom cilju, uporedimo sistem

X2
)
a2

fz = —ZL’1(>\.T3 + A), 1’1(1) = 0, .TQ(O) = 0,

T =
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3. Uslovi za egzistenciju resenja jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

sa sistemom

b1

P =p2(Azs+A),  po= T2 p1(0) =0, po(1)=0.

Primeé¢ujemo da ova dva sistema postaju identi¢na ako stavimo

P =22, p2=—71.
Tada (3.12) postaje
a=y 223 :
1 —ps
Diferenciranjem D0 po a, dobijamo
a
82H -6 )
daz  Plgd
Uzimajuéi u obzir (3.13), imamo
0*H 3
o O 20

odakle vidimo da je ispunjen potreban uslov za mi’g H.
ac

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Napomenimo ovde jo§ ¢injenicu da, u opStem sluc¢aju, u (3.13) moZemo

staviti

p1 = kxa,  py = —kxy,

gde je k # 0 proizvoljna konstanta, videti [5]. Medutim, imajuéi u vidu da

je a > 0, morali bismo uzeti k& > 0, jer bi, u suprotnom, uslov (3.15) bio

narusen.
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3. Uslovi za egzistenciju resenja jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

Sto se tice dovoljnih uslova za minimalnost integrala

1

/a(t)dt, a €K,

0
postoje razliGiti pristupi tom problemu. Ovde éemo navesti dve teoreme
iz teorije optimalnog upravljanja koje se odnose na dovoljne uslove. Jedna
od njih je Mangasarianova teorema dovoljnosti®, u kojoj se trazi da ciljna
funkcija® i ograni¢enja budu konveksni zajedno u promenljivim stanja i pro-
menljivim upravljanja za probleme minimizacije, videti [31]. Druga teorema
je Teorema Aroua’, koju éemo ukratko opisati. Prvo promenljivu upravljanja

(3.12) vratimo u Hamiltonovu funkciju
x
H=a +p1a—§ + pa(—Az123 — Az1) + p3(—a),
odakle dobijamo

X
H = 3]91—22 +p2(—)\1‘1x3 — Al‘l)
( 2p1o ) 3
1 —ps

Uslov milg H je ispunjen ako je gore dobijena funkcija H konveksna funkcija
ac

u odnosu na x1, T2, r3, kada su py, pe, ps fiksirani i pozitivni, [10]. Medutim,
to nije slu¢aj kod nas. Otud, u daljoj analizi ne¢emo se baviti dovoljnim

uslovima za minimum.

Sada ¢emo izvesti jednac¢ine na osnovu kojih odredujemo optimalni oblik

pritisnutog obrnutog stuba.

®Mangasarian’s sufficiency theorem

6 Objective function; realna funkcija ¢iju vrednost Zelimo maksimizovati ili minimizovati
nad odgovarajuéim domenom

"Arrow’s theorem
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3. Uslovi za egzistenciju resenja jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

Integraleci jednacinu (3.11)s, tj. jednacinu

P3 = Ar1p2,
gde je p3(0) = 0, a uzimajuéi u obzir da iz (3.13) imamo ps = —x, dobijamo
t
b= [ et (3.16)
0
Iz (3.14) imamo
2232
1—ps= e

odnosno, koristeéi (3.16) i (3.8)a,

t

1+ A/xf(g)dg = 2a6?, (3.17)

0

¢ijim diferenciranjem jednostavno dobijamo

(aé2)' - %92 —0. (3.18)

Prema tome, optimalni oblik pritisnutog obrnutog stuba odredi¢emo iz

(2.11) i (3.18), odnosno iz sledeceg sistema integro-diferencijalnih jednacina

1

(aQé)' + /\/a(f)df +Alo=o, (a9‘2)' _ %92 _0, (3.19)

t
uz grani¢ne uslove

0(1) =0, lima?(t)é(t) = 0. (3.20)

t—0
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3. Uslovi za egzistenciju resenja jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

Imajuéi u vidu da je x9(0) = 0, primetimo da iz (3.14) i (3.17) sledi

a(0) =0, a(0)*(0) = % (3.21)

Ovde posebno isticemo da se na§ uslov (3.19), (3.20) svodi na onaj do-
bijen u radu Kelera i Niordsona, [25]. Takode, uslovi optimalnosti dobijeni
u radovima Mekartija, [32], [33], poklapaju se sa nasim uslovima, pri ¢emu
treba naglasiti da su rezultati koji su prezentovani u [25], [32] i [33] dobijeni

metodama koje se razlikuju od metoda koje su koriséene u ovoj disertaciji.
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Glava 4

Primena varijacionih metoda u
ispitivanju svojstava resenja
jednacina koje odreduju

optimalni oblik Stapa

U ovom poglavlju transformisa¢emo sistem (3.19), (3.20) i ispita¢emo
svojstva reSenja koristec¢i varijacione metode. Formulisa¢emo varijacioni prin-
cip 1 konstruisati prve integrale, koji slede iz ¢injenice da Hamiltonova funk-

cija H ne zavisi eksplicitno od ¢, kao i iz uslova

OH

90

Za ove prve integrale odredi¢emo grupe transformacija koje ostavljaju

njima odgovarajuéi varijacioni princip invarijantnim. Pri tome, koristi¢emo
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4. Primena varijacionih metoda u ispitivanju svojstava
reSenja jednacina koje odreduju optimalni oblik Stapa

poznatu Teoremu Emi Neter, [35]:

Teorema 4.1 (Emi Neter). Svakoj grupi infinitezimalnih transformacija
generalisanih koordinata i vremena koje ostavlja Hamiltonovo dejstvo apso-
lutno ili gradijentno invarijantnim, odgovara neki zakon konzervacije (prvi

integral) dinamickog sistema.

Dakle, koriséenjem ove teoreme odredi¢emo grupe infinitezimalnih trans-
formacija generalisanih koordinata i vremena, kao i gradijentnu funkciju, tako
da te transformacije reprodukuju prve integrale. Ovako dobijene prve inte-
grale koristi¢emo pri numerickom resavanju dobijenih sistema radi provere

tacnosti integracije.

4.1 Prvi integrali sistema jednacina koje

odreduju optimalni oblik Stapa

Predimo sada na transformaciju sistema (3.19), (3.20). Neka je

1
s(t) =2 = [ al)ie
t
Ocigledno je s(1) = 0. Tada je
5(t) = —a(?),
a posto je a(t) > 0, zaklju¢ujemo da je s(t) pozitivna opadajuca funkcija.

Pri ovako definisanoj promenljivoj s, sistem (3.19) se transformise u si-
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4. Primena varijacionih metoda u ispitivanju svojstava
reSenja jednacina koje odreduju optimalni oblik Stapa

stem
N - NN
-2 _ -2 Ap2 _
(s 9) + \0s + A0 =0, (se ) +50° =0, (4.1)
pri ¢emu je
0(1) =0, %in& Zt) =0, s(0)=w*, s(1)=0 (4.2)
—

Naglasimo da, bez gubitka opstosti, mozemo analizirati sistem (4.1), (4.2)
za w* = 1, tako da ¢emo u analizi koja sledi posmatrati taj sistem upravo za

w* = 1. Dakle,

N NN
-2 f— 502 — 2 =
<s 9) +Ms+ A0 =0, (39 ) +56% =0, (4.3)
pri ¢emu je
6(1)=0, lim £t0t) =0, s0)=1, s(1)=0 (4.4)

Sada ¢emo navesti jedan od nasih glavnih rezultata kroz slede¢u teoremu.

Teorema 4.2 ([24]). Za reSenje (s,0) grani¢nog problema (4.3), (4.4) vazi

sledecée:

(a) Funkcional

1
G(S,0,A) = %/(5292 — \O2S — AO?)dt (4.5)
0
ima stacionarnu vrednost
5G(s, 0, A) =0
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4. Primena varijacionih metoda u ispitivanju svojstava
reSenja jednacina koje odreduju optimalni oblik Stapa

na reSenju (s, ), nad skupom funkcija

R = {7‘ -7 =(5,0), 0(1) = 0, lim $2(H)6(t) = 0, S(0) =1, S(1) =0, } .

(b) Vrednost funkcionala F' na reSenju problema (4.3), (4.4) iznosi nula,

odnosno
1

G(s,0,A) = % / <s29‘2 % — A92) dt = 0. (4.6)
0

(c) Postoje dva prva integrala sistema (4.3), (4.4) i to

: A
25292 + %923 - 592 =C,
(4.7)

. . A .
830% — 55200 + 4 + 4 (1 + 2592) — 201,

gde je
C = Z52(1)6%(1), (4.8)

a dato je sa

C = é <\/(4%)2 +12 (1 + %) 0.211) + 4%)292(1). (4.9)

Dokaz. Neka je Lagranzeva gustina data kao

N TS 2 2
L= (50 -0 - re?).
Razmotrimo problem minimizacije funkcionala I(.5, ©) definisanog sa

1
1(S,0) = / Ldt,
0
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4. Primena varijacionih metoda u ispitivanju svojstava
reSenja jednacina koje odreduju optimalni oblik Stapa

pri ¢emu je (S,0) € R. Lako je proveriti da su Ojler—Lagranzeve jednacine
d(ocy or_ d(ocy oL _
d\as) oS 7 dt\pe) 00
ekvivalentne sa jednac¢inama
(%) + 205+ 00 =0, (56%) + 22— 0.
’ 2

Kako su Ojler-Lagranzeve jedna¢ine neophodan uslov za optimalnost funk-
cionala I, to je

dG(s,0,\) =0,
¢ime je dokazan deo pod (a).

Dokazimo sada (b). Ako pomnozimo (4.3); sa 6, dobijamo
(3‘29)' 0 + A0%s + AO® = 0. (4.10)
Primetimo da iz jednakosti (koristimo formulu za izvod proizvoda)
(s20) = (5°6) 0+ 260

imamo
(329')' 0= (529’0)' — %00, (4.11)
Kada zamenimo (4.11) u (4.10) i integralimo dobijenu jednacinu, koristeci

granicne uslove za t = 01t = 1, tj. uslove (4.4), dobijamo

1
/ (—3'29'2 40 + A92> dt = 0.
0
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4. Primena varijacionih metoda u ispitivanju svojstava
reSenja jednacina koje odreduju optimalni oblik Stapa

1
Konac¢no, mnozec¢i prethodnu jednakost sa —5 sledi

1
1 .
5/ (3292 — \s — A02> dt = 0,
0

a to je upravo (4.6).

Predimo sada na dokazivanje rezultata (c¢). Imajuéi u vidu ¢injenicu da
L/ aope 2 2
L (526" - 2% - 1e?)

ne zavisi eksplicitno od ¢, zaklju¢ujemo da je Hamiltonijan konstantan, od-
nosno
oc. oL,

—35+ —0 — L = const.

95 90
Prema tome, imamo slede¢i Jakobijev integral za sistem (4.3), (4.4), videti
[34],
oL. oL, 3 A

. A
%3 + 59 — L= 53202 + 5023 + 592 = const.

Koristec¢i grani¢ni uslov §(1) = 0 u gornjem prvom integralu, dobijamo

3'2-2 A 2 A 2_3.2 N2
S8+ D6+ S0 = D8 ()P (L). (4.12)

Fokusirajmo se sada na vrednost konstante na desnoj strani jednakosti u
(4.12). Za pocetak, pomnozimo (4.3); sa 6, a (4.3) sa —2s. Sabirajuéi tako

dobijene jednacine dobijamo

(sQG)' 0+ AG® — 25 <30'2>' — 0. (4.13)
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4. Primena varijacionih metoda u ispitivanju svojstava
reSenja jednacina koje odreduju optimalni oblik Stapa

Koristeci, kao u (4.11), formulu za izvod proizvoda, a zatim integraleci (4.13),

dobijamo
/52(5)92(§)d§ + A/QQ(f)df + $2(t)9(t)9(t) — ZS(t)éz(t)s(t) =c.

Na osnovu grani¢nih uslova (4.4), uzimajuéi t = 0, pa t = 1, dobijamo

1 1

/3292dt+A/02dt = —25(0)6%(0). (4.14)

0 0

Kako iz (3.21)9, a imajuéi u vidu da je $(t) = —a(t), sledi

$(0)0(0) = 3,

zaklju¢ujemo da (4.14) postaje

1

1
/5'292dt+A/92dt = 1. (4.15)
0

0

Primetimo da, ako u (3.17) stavimo ¢ = 1, mozemo dobiti

1

2 . 1
20 S V21 o
/9 dt =~ 35()8(1) — 1. (4.16)
0
Kada zamenimo (4.16) u (4.15), dobijamo
/ 2A A
/sZéth — T3(1)9'2(1) -5 =1 (4.17)

0
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4. Primena varijacionih metoda u ispitivanju svojstava
reSenja jednacina koje odreduju optimalni oblik Stapa

Integraleci (4.12), imamo

t
1

: / (32(08(€) + M(O5(6) + AP (©)) de = SL (P (418)

Iz (4.6) imamo
1

1
/ (A0?s + AO?) dt = / 207,
0

0

¢ijim kombinovanjem sa (4.18), za ¢ = 1, dobijamo

/s2é2dt = §s2(1)92(1). (4.19)

0

Sada iz (4.17), a koristeéi (4.19), sledi

3., . A

5% (1)(0)*(1) — 4X$(1)92(1) —2 (1 + %) =0. (4.20)

Resavajuci (4.20) kao kvadratnu jednac¢inu po $(1) i koristeéi tako dobijenu
vrednost $(1) u (4.12), kona¢no dobijamo prvi integral (4.7);, gde je C' dato
sa (4.9).

Dokazimo sada da vazi i (4.7)2. Ako pomnozimo (4.3); sa 0 i (4.3)3 sa s,

dobijamo

(szée)' = 207 — A5 — AP, (séZ,s)' - %623. (4.21)
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4. Primena varijacionih metoda u ispitivanju svojstava
reSenja jednacina koje odreduju optimalni oblik Stapa

Izrazimo sada §20% iz (4.12) i zamenimo taj izraz u (4.21). Dakle,

(3'299) — 2(1)62(1) — g (025 + AG?) |
(4.22)

(3592) — 2(1)62(1) — %)\923 . %A@?.

Kada izrazimo A\0%s iz (4.22); i tako dobijen izraz zamenimo u (4.22),, dobi-
jamo

8 (35'0'2) —5 (5'29'0)' = 352(1)6%(1) + 4A0%,
odakle, integracijom i koriS¢enjem grani¢nih uslova, sledi

t
85507 — 55200 = 35%(1)0%(1)t + 4A / 0%(&)d¢ — 4. (4.23)

0

Podsetimo se da je

35%(1)6%(1) = 2C,
dok iz (3.17) imamo

t

/ 0%(€)ds = —% (259'2 + 1) . (4.24)

0

Prema tome, sada (4.23) postaje
o o A o
830% — 5500 + 4 + 4 (1+239 ) — 20,
a to je upravo prvi integral (4.7),. O

Istaknimo ovde da je u radu [8| razmatran problem odredivanja opti-

malnog oblika obrnutog stuba koji je najotporniji na izvijanje, a koji nije
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4. Primena varijacionih metoda u ispitivanju svojstava
reSenja jednacina koje odreduju optimalni oblik Stapa

pritisnut nikakvom silom na jednom od njegovih krajeva. Prema tome, nasi
rezultati, u specijalnom slucaju kada nemamo silu intenziteta F' koja deluje
na stub (videti Sliku 2), tj. kada je A = 0, poklapaju se sa rezultatima

dobijenim u navedenom radu.

Naime, ako vrednost A = 0 zamenimo u (4.9), sledi da je C' = 2, tako da

prvi integrali (4.7) sada postaju

A
25292 + 5923 =2,
85025 — 55200 + 4 = 4t,

a to su upravo prvi integrali (42) iz [§].

Dalje, kada je A = 0 (pri éemu je C' = 2), iz prvog integrala (4.7); za

vrednost ¢t = 0 dobijamo

Sto predstavlja pocetni uslov, dobijen kao rezultat, takode, u radu [8].

4.2 Grupe transformacija prvih integrala koje
njima odgovarajuci varijacioni princip
ostavljaju invarijantnim

U ovom odeljku bavi¢emo se prvim integralima (4.7) na drugadiji nacin
od onog koji je prethodno koriséen. U tom cilju, videti 34] i [35], opisacemo

ukratko opsti metod za pronalazenje prvih integrala nekog sistema koji je

okarakterisan varijacionim principom ¢ija je Lagranzeva gustina data funk-
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4. Primena varijacionih metoda u ispitivanju svojstava
reSenja jednacina koje odreduju optimalni oblik Stapa

cijom

,C:£(t,$1,...,$n,j}1,...,I'n).

Taj metod se zasniva na proucavanju invarijantnih svojstava akcionog in-
tegrala (Hamiltonovog dejstva) u odnosu na infinitezimalne transformacije
generalisanih koordinata i vremena, a baziran je na ve¢ pomenutoj Teoremi

Emi Neter (Teorema 4.1), koja glasi:

Svakoj grupi infinitezimalnih transformacija generalisanih koordinata i
vremena koje ostavlja Hamiltonovo dejstvo apsolutno ili gradijentno inva-
rijantnim, odgovara neki zakon konzervacije (prvi integral) dinamickog si-

stema.

Posmatrajmo infinitezimalne transformacije

Ti(t) = z;(t) + eFi(¢,x(t),x(t)), i=1,...,n,

(4.25)

F=t e f(t,x(), %(1).
Za funkcije F; i f, 1 = 1,...,n, kazemo da su generatorske funkcije (gene-
ratori) infinitezimalne transformacije (4.25), pri ¢emu su F;, ¢ = 1,...,n,

generatorske prostorne funkcije, a f je vremenska generatorska funkcija. Pa-

rametar € je mali konstantan pozitivan broj, odnosno

e 1.

Prema tome, jednac¢ine (4.25) mogu se interpretirati na taj nacin da one

preslikavaju neku tacku u njoj odgovarajucu ,beskonacno” blisku tacku.
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4. Primena varijacionih metoda u ispitivanju svojstava
reSenja jednacina koje odreduju optimalni oblik Stapa

Da bi neki dinamicki sistem imao prvi integral mora da vazi

/oL, - . 0L oL .
F, — a; —F, — —P= 4.2
S (g h-apegon) v Grrei—P=o
pri ¢emu je

P = P(t,x(t),%(t))
diferencijabilna funkcija koju zovemo gradijentna funkcija. Jednagina (4.26)

naziva se osnovni tdentitet ili identitet Emi Neter. Taj prvi integral ée onda

biti oblika

> (gj (F; — i f)) + Lf — P = const. (4.27)
i=1 ¢

Primeéujemo da Teorema Emi Neter obezbeduje egzistenciju prvih inte-
grala pod pretpostavkom da su veé¢ odredene infinitezimalne transformacije
koje ostavljaju Hamiltonovo dejstvo invarijantnim, ali ne daje nikakav nacin
kako pronaéi te transformacije. Prema tome, glavni zadatak jeste odrediti
takvu infinitezimalnu transformaciju (4.25) i gradijentnu funkciju P(¢,x,X)
koje zadovoljavaju jednacinu (4.26). Za tako pronadene veli¢ine, odmah do-
bijamo prvi integral dat sa (4.27). Medutim, upravo u pronalazenju spo-
menutih funkcija koje zadovoljavaju navedeni uslov lezi teskoc¢a odredivanja
prvih integrala nekog sistema. Ali, treba dodati i to da se gradijentna funk-
cija P u izvesnom smislu moze izabrati proizvoljno, sto donekle olaksava na$

zadatak.

Vratimo se sada nasem integralu (4.5)

1
1 A
G(S,0.0) = /(52@2 — \@%S — AB?)dt.

0
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4. Primena varijacionih metoda u ispitivanju svojstava
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Razmotrimo infinitezimalnu transformaciju promenljivih koje figurisu u (4.5):

(1) = s(t) + eF(t, s(t), 0(t)),
0(T) = 0() + e Fy(t, s(t), 0(t)), (4.28)
F=t+ef(t,s(t),00)),

pri ¢emu su funkcije

Fo(t,s(t),01),  Fo(t,s(t),0(2),  f(t s(t),0(t))

generatori infinitezimalne transformacije (4.28) i to Fy, Fy su generatoske
prostorne funkcije, a f je vremenska generatorska funkcija. Pretpostavljamo
da su Fy, Fyp i f neprekidno diferencijabilne funkcije u odnosu na sve svoje

promenljive.

Kao §to je gore receno, ako infinitezimalna transformacija (4.28) ostavlja
integral (4.5) invarijantnim, onda teorema Emi Neter garantuje egzistenciju

prvih integrala za Ojler—Lagranzeve jednacine (4.3), tj. za sistem jednacina
24 2\ A e
(%) + 05+ 00 =0, (36) +56°=0.

Koriste¢i teoremu Emi Neter, mozemo tvrditi sledece.

Teorema 4.3. Ako generatori F§, Fyp i f grupe infinitezimalnih transforma-

cija (4.28) zadovoljavaju uslov

oL oL oL . s oL . - oL s
gFS—F%Fg—F%(FS—Sf)—l-%(Fg—ef)—l-Ef‘i'ﬁf—P—O, (4.29)
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reSenja jednacina koje odreduju optimalni oblik Stapa

pri ¢emu je
1 .-
L= 5(5292 — \0%s — AG?),

a P = P(t,s(t),0(t)) gradijentna funkcija, tada sistem (4.3) ima prvi integral
oblika

%(Fs_éf)+%(Fg—éf)+£f—P:COHSt. (4.30)

Primenimo sada Teoremu 4.3, tj. nadimo

oL 0L 0L oL oL
ds’ 00’ 05 98  Ot’

pa tako dobijene izraze zamenimo u (4.29). Dakle, imamo

oL 1 oL

—_— = — 2 - = — —
5. = g\ o5 = —Ms— A,

oc .., 0L . OL
o " et T
Sada uslov (4.29) postaje

0.

—SMPF, — (Ms + MO)Ey + 30%(F, — 3) + $20(F) — 0)+
(4.31)
2

1 . .
+= (3'292 A2 — A02> f-P=o0
Kao sto smo veé rekli, glavni zadatak sada jeste pronac¢i generatorske
funkcije Fy, Fy, f grupe infinitezimalnih transformacija (4.28) i gradijentnu
funkciju P koje ¢e zadovoljiti uslov (4.31). Prema tome, razmotrimo dva

specijalna slucaja generatorskih funkcija Fy, Fy, f i gradijentne funkcije P.
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Slucaj 1. Neka je

Fs:07 F9:07 P:07 f:CL,

pri ¢emu je a konstanta razli¢ita od nule. Za ovako odabrane generatorske

funkcije o¢igledno je ispunjen uslov (4.31), tako da prvi integral (4.30) sada

postaje
) . 1 ..
$0%(—sa) + $*0(—0a) + 5(3292 — \0?s — AG?)a = const,
odnosno
3 .22 /\ 2 A 2
. Z —p? = 4.32
20+295+20 C, (4.32)

gde je C' = const. Dakle, dobili smo prvi integral (4.7);. Ovaj prvi integral

mozemo predstaviti i u obliku

25202 — £ = (.

Primetimo da ovako odabrana transformacija predstavlja translaciju si-

stema uzduz nezavisne promenljive .

Slucajy 2. Ovde ¢emo pretpostaviti da je

0
FS:S, ng

57 fZO

Sto se tide gradijentne funkcije P, nju ¢emo odrediti tako da uslov (4.31)

bude zadovoljen.

Dakle, kada ovako odabrane generatorske funkcije zamenimo u (4.31),
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4. Primena varijacionih metoda u ispitivanju svojstava
reSenja jednacina koje odreduju optimalni oblik Stapa

dobijamo
]- 2 9 N2/ - . <21 0 A .
—§A95—(A03+A9)§+39(s—s~0)+39 5—9-0 —P=0,

odnosno

: A 3
P = —)\?s — 502 + 53‘292. (4.33)

Iz prvog integrala (4.32) imamo

3 A A

D202 _ o~ Np2. Do
5 - =C 293 29. (4.34)
Kada (4.34) zamenimo u (4.33), dobijamo
: A A A
P = —\0*s — —6? — 26%s — —6?
s 5 +C AL
odnosno
P=C- g)ﬁ?s — A2 (4.35)

Izrazimo sada \0?s i AG? u nesto drugacijem obliku. Iz (4.22); imamo

3 : 3 c O\
2. _ 92014201y _ Ap2 _ 2 (2
AO7s = 2 (1)6%(1) — A6 1 (s 99) . (4.36)
Sada, imajué¢i u vidu (4.8), odnosno

$%(1)0%*(1) = %C,

(4.36) postaje
1 3 /o9
2. _ Lo ap2_ 92
A s = 2C’ A 1 <s 99) . (4.37)
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Vracajuéi (4.37) u (4.35) dobijamo

S~ Sl e 3 2) Ap2
P=cC 2<20 AG 4(509 ) AG?,
ili, nakon sredivanja,
S O ST B
P=1C+2 (s 99) + S A0, (4.38)
Da bismo jo§ A#? izrazili drugacije, podsetimo se da iz (3.17) sledi
- L (1+236%)
A Y
tako da (4.38) postaje
o1 9/ ..\ A o\
P—ZC—I—g(S 09) — o5 (1+250°) .

Konacno, integrale¢i prethodnu jednacinu, za gradijentnu funkciju P dobi-

jamo da je oblika

1 9., A o
P=1Ct+ s 99—5(1+239)+0p,

gde je C, integraciona konstanta. Sada prvi integral (4.30) postaje
o . o (0
$0°(s —s5-0) 4 $°0 5—9-0 — P = const.,
nakon ¢ijeg sredivanja dobijamo
o o A o
8s60“s — 5500 + 4X <1 + 250 > — 2C't = const.,

a to je upravo prvi integral (4.7)s kada odredimo vrednost konstante.
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Glava 5

Numericko reSavanje sistema
jednacina koje odreduju

optimalni oblik Stapa

Sto se tide numerickog resavanja sistema jednacina koje odreduju opti-
malni oblik Stapa, koristicemo standardne programe za resenje dvotackastih
problema za sisteme obi¢nih nelinearnih diferencijalnih jednac¢ina prvog reda
iz programskog paketa MathCad. Pri tome, koristi¢emo tzv. shooting met-
hod, odnosno metod pogadanja pocetnih vrednosti, a potom njihove korekcije

prema rezultatima numericke integracije za vreme ¢t = 1.

Numeric¢ku integraciju dobijenog Kosijevog problema izvrsi¢emo korisce-
njem procedure Runge-Kuta s promenljivim korakom. Rezultate numericke
integracije, pre svega povrsinu popre¢nog preseka optimalno oblikovanog
Stapa a(t), prikazacemo graficki. Takode, prikaza¢emo postkritiéno pona-

Sanje optimalno oblikovanog Stapa za jednu vrednost parametra optereé¢enja.
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5. Numericko resavanje sistema jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

Posmatrajmo sada nas sistem, tj. sistem

(Ifl = x—;, 152 = —>\JI1ZL’3 - Al’l, .’L:3 = —a, (5].)
a
gde je

Koriste¢i promenljive (3.8), tj. promenljive

1

v =0, x3=ad%0, x3= /a(ﬁ)dﬁ,

t

kao 1

Ty = P3 1 :C5IA7

sistem nelinearnih diferencijalnih jednacina (5.1), (5.2), uz (3.14) i (3.16),
dobija oblik

2&32 1/3
a':gz—( 2) D@y =—Mrd i =0,

.731(1) = 07 IQ(O) = 0, ZE3(].) = 0, .734(0) = 0. (54)

Sto se tice promenljive x5 = A, nju ¢emo odabrati tako da bude zadovoljen

uslov
1

(1) = | [ alepig

t

t=1
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5. Numericko resavanje sistema jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

Posto ¢emo u reSavanju gornjeg sistema koristiti prve integrale (4.7) radi
provere tacnosti, moramo napisati te prve integrale preko nasih promenljivih

xi, © =1,...,4. Prema tome, navedeni prvi integrali

3'2'2 )‘2 A2_
5 0 ~|—29$+29 =C,

. . A .
830% — 55200 + 4 + 4 (1 + 2s92) — 20,

gde je

2

C = é <\/(4§)2 +12 (1 + %) 0.211) +4§> 6°(1),

nakon pazljivog sredivanja, transformisu se u prve integrale sledeceg oblika

3 a3(t) A A
EW + 5551(75)553(15) + §$1(t) =C,

17$4(t)

gdejet e (0,1)1

2

C = é <\/<4%>2 +12 (1 + %) 9’211) — 4%) 6% (1),
; 2(1)
0(1) = —2= .
(%)

Dakle, pri resavanju sistema (5.3), (5.4), prvi integrali (5.5) sluze nam da

kontroliSemo tacnost integracije.

93



5. Numericko resavanje sistema jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

5.1 Analiza numerickog resenja za razlicCite
vrednosti parametra A\
U sledeéoj tabeli su prikazani rezultati proracuna, pri ¢emu isticemo da

smo sistem (5.3), (5.4) resili sa A kao datim parametrom. Sopstvena vrednost

A = x5 je odredena tako da vazi

A 0 1 2 3 3.5 3.893026

A | 3.289868 | 2.433148 | 1.583948 | 0.743068 | 0.326056 0

Tabela 1. Kriti¢ne vrednosti parametra optereéenja

Za vrednosti parametra A koje su prikazane u Tabeli 1 prvi integrali (5.5)

su konstante reda 1078.

Na Slici 3 prikazan je optimalni poprec¢ni presek za slede¢e vrednosti pa-

rametra \:

M=0, M=1 X=3, \=3.803026,

dok su odgovarajuce vrednosti parametra A uzete iz Tabele 1. Ovde ¢emo

prokomentarisati dva specijalna sluc¢aja koji su prikazani na Slici 3.

Prvi slucaj je za A\ = 0. Tada imamo

A = 3.289868133696451,
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5. Numericko resavanje sistema jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

7\'0\ e

}\'3 893, / Z

- - %

o | \Z |
J Tk

1.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

Slika 3. Popre¢ni presek stuba za razlic¢ite vrednosti parametra A

Sto vidimo iz Tabele 1. Posto je ovde vrednost A\g = 0, tj. nemamo gravi-
tacionu silu, ovaj slucaj predstavlja optimalni oblik lakog stuba, videti [7].

Tac¢na vrednost je

tako da se na$ numericki rezultat prikazan u Tabeli 1 poklapa sa pravom
vredno$éu uz taénost do na 1071, Takode, spomenimo da je analiticki rezul-
tat za laki optimalni stub

a() =3,

dok smo mi numerickim putem dosli do rezultata

a(1) = 1.333435777857.

Drugi specijalni slu¢aj koji je prikazan na Slici 3 odgovara vrednosti

A = 3.893026.
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5. Numericko resavanje sistema jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

Za takvu vrednost A dobijamo da je pritisna sila A = 0, $to znaci da u tom
sluc¢aju zapravo nemamo pritisnu silu. Ovaj rezultat se poklapa sa rezultatom
dobijenim u radu [8], u kojem je razmatran optimalni oblik obrnutog stuba

koji je najotporniji na izvijanje.

5.2 Optimalni oblik stuba u postkriticnom

stanju

Sada ¢emo razmotriti ponaSanje sistema diferencijalnih jednacina koje
odreduju optimalni oblik stub za one vrednosti parametra optere¢enja koje

su veée od A... Naime, treba resiti sistem jednacina

X =cos®, X(0)=0, Y =sin0, Y(0)=0,

0= M2, 0(1) = 0,
(a*) (5.6)
M=— A/w@m@H\st M(0) =0,

t

pri ¢emu je a* dato sa (3.12), odnosno
ot = 5] 2172
1 —ps

Resenje sistema (5.6) je prikazano na Slici 4 za vrednosti

A=A, A=A, +0.5,
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5. Numericko resavanje sistema jednacina koje odreduju
optimalni oblik Stapa

gde je
A =1 1 A, =2.433148,

videti Tabelu 1. Takode, na Slici 4 je prikazan i oblik Stapa x, y dobijen

prema linearnoj teoriji, gde je y = 6, a 6 je sopstvena funkcija sistema (2.11),

(2.12).

0.55 ' ' ' '
(X,Y')
04 -
Y
Y ooz (ZC,y) i
0 . . . .
0 02 0.4 0.6 0.8 1

r X
Slika 4. Postkriti¢ni oblik optimalno oblikovanih
Stapova X, Yix=t,y

57



Glava 6

Klauzenov problem sa smicanjem

6.1 Generalizacija problema odredivanja
optimalnog oblika Stapa koji je

najotporniji na izvijanje

U ovom delu disertacije izvrsi¢emo generalizaciju problema odredivanja
optimalnog oblika Stapa najotpornijeg na izvijanje. Proces optimizacije koji
¢emo sprovesti ovde baziran je na Pontrjaginovom principu maksimuma, kao
Sto je to bio sluc¢aj i u prethodnom delu ovog rada (videti Teoremu 3.1 i obja-
$njenje nakon navedene teoreme). Ovde ¢emo raditi s jednac¢inama ravnoteze
za slucaj kada je Stap napravljen od materijala takvog da moze ispoljiti smi-

cajne deformacije.

Pretpostavimo da se osa Stapa u nedeformisanom, trivijalnom, polozaju

poklapa sa osom Oz Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema xOy. Sma-
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6. Klauzenov problem sa smicanjem

tramo da tacke na osi u deformisanom polozaju pripadaju krivoj C' koja nema
samopreseka (tj. kriva C' ne preseca samu sebe) i da se one mogu predstaviti
na sledeci nacin:

r(S) = z(S)er +y(S)es,

pri ¢emu su z(5) i y(S5) glatke funkcije, gde je S duzina luka ose Stapa u

nedeformisanom polozaju i vazi

S € [07Lpoéetno]7

gde je Lpoetno duzina Stapa u nedeformisanom (poc¢etnom) stanju, dok smo
sa e 1 ey oznadili jedini¢ne vektore uzduz x i y ose, respektivno. Imajuci
u vidu to da kriva C' ne preseca samu sebe, zaklju¢ujemo da ona ima dobro
definisanu tangentu u svakoj svojoj tacki. Ako sa t(S) ozna¢imo jedini¢ni

vektor tangente u tacki (z,y), tada je relacijama

cosf(S)=t-e;, sinf(S)=t-e,,

odreden jedinstven ugao 6(S).

U jednodimenzijskoj teoriji §tapova® deformisana konfiguracija Stapa je

odredena vektorskim funkcijama

I‘(S) = x(S)el + y(S)e2 b(S)v a(S)v S e [07 Lpoéetno]a

gde r(S) karakterise tacke na osi Stapa, a a(S) i b(S) definisu orijentaciju
popre¢nog preseka, gde pretpostavljamo da je b(S) jedini¢ne duzine i da lezi

u ravni £Oy. S obzirom na to da u prirodnoj konfiguraciji nemamo napon,

8 One-dimensional theory of rods ili director theory of rods; predstavlja jedan od pri-
stupa matematickoj teoriji Stapova, u kojem se $tap identifikuje sa osom Stapa.
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6. Klauzenov problem sa smicanjem

vektor b(S) je u toj konfiguraciji, u kojoj nemamo opterecenje, ortogonalan
na vektor e;. Neka je ¢ ugao rotacije popre¢nog preseka, odnosno rotacije

vektora b(S), tako da je
b(S) = —sin(p)e; + cos(p)es.

Neka je
a(S) = cos(p)e; + sin(p)es.

Vektor b(S) lezi u popre¢nom preseku Stapa u deformisanom polozaju, dok

je a(S) ortogonalan na posmatrani popre¢ni presek, videti [7], [2].

Jednacine ravnoteze za horizontalnu H i vertikalnu V' komponentu kon-
taktne sile i moment savijanja M, zajedno sa geometrijskim relacijama, imaju

oblik

H =0, V'=0, M =-V(l4¢)cos@+ H(1l+¢)sinb,
(6.1)
= (1+¢)cosl, oy =(1+¢)sinb,

gde smo sa ¢ oznacili osnu deformaciju i gde je izvod promenljive po S oznacen

sa (-)’; odnosno

d
, - —_— .
U neoptere¢enoj konfiguraciji vektor polozaja proizvoljne tacke je
R = Xel,

dok je vektor polozaja proizvoljne tacke u optere¢enoj konfiguraciji dat sa

r = ze; + yeo,
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6. Klauzenov problem sa smicanjem

pa imamo da je
dr

1 p—
+e 73

Jedna¢inama (6.1) pridruzujemo grani¢ne uslove

H=-F V=0.

Sada su deformacije odredene funkcijama ', £(S) 1 n(S), gde su funkcije
£(S) i n(S) definisane sa

t=1=(1+£(5))a+n(S)b.

Prema tome, konstitutivne jednacine imaju oblik

A
N=FEA((1+¢e)cosy—1), Q= Gk—(1+5)sin7, M =FEIy, (6.2)
0

gde je ko Timosenkov korekcioni faktor smicanja, FA je aksijalna krutost,
GA i EI su krutosti pri smicanju i savijanju, redom, pri ¢emu je sa y oznacen

ugao smicanja, odnosno ugao izmedu a(S) i t. Za komponente N i @ sile F

vazi
F=0b+ Na= —Fe;,
odnosno
Q =Fsinp, N =—Fcosy, (6.3)
gde je
v=60—¢. (6.4)

Sada su deformacije £(5) i n(S), uz (6.4), date sa

E=(1+e)cosy—1, n=(l+¢)sinny.

61



6. Klauzenov problem sa smicanjem

Konstitutivne jednacine (6.2) proizlaze iz tzv. Rajznerove teorije Sta-
pova’, videti [2]. Prema tome, jednacine (6.2) odgovaraju jedna¢inama (6)—
(8) iz rada [23] ili jedna¢inama (13)—(15) iz rada [17]. U radu [17] naSe ¢

naziva se izduZenje (elongacija)l®, dok je izraz

(14+¢e)cosy—1

nazvan egzaktna osna deformacija''. Grani¢ni slu¢ajevi nerastegljivog stapa
i Stapa koji nije podlozan smicanju slede kao specijalni slucajevi. U analizi
koju ¢éemo sprovesti u nastavku pretpostavljamo da je osa stuba nerastegljiva,

odnosno pretpostavljamo da je

Tada, iz
' = (1+¢)cosb,

zaklju¢ujemo da je ' = 1, tako da za male deformacije imamo

Lpoéetno = Ldeformiscmo =1L.

Takode, pretpostavljamo da je E1 = EkA?, gde je £ modul elasti¢nosti, a k
je konstanta koja zavisi od popre¢nog preseka. Na primer, za kruzni poprec¢ni
presek je k = 1/(4m). Stoga, sistem jednacina koji opisuje male deformacije

Stapa glasi

A
M =-F0, =1, ¢ =40, F(pzi—(@—gp), M = EkA%Y', (6.5)
0

9Reissner theory of rods
10F]ongation
"UExact axial strain
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6. Klauzenov problem sa smicanjem

uz uslove

Zapremina Stapa je

W = /LA(S)dS.

Neka je A. = const. povrsina popre¢nog preseka, L duzina i F, kriticna

sila izvijanja, koji su odredeni kao reSenje grani¢nog problema (6.5), (6.6).

Primetimo da je zapremina Stapa sada

W.=A.L.
Ako uvedemo bezdimenzijske veli¢ine
S Y x F. A
=7 v=p =0 ATrEm ‘T
(6.7)
M 5= kkoE W _q
m_kEL?” - G ) w_ch We = 1,

tada iz (6.5)4 jednostavnim ra¢unom dobijamo

9:(1%—&)@.
a

Odgovarajuéi sistem jednacina onda postaje

m:—A(1+&)w, gb:%, ( (1+&>% 3
a a a
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6. Klauzenov problem sa smicanjem

uz uslove

gde, kao $to smo i ranije naglasili, koristimo oznaku

(=20

Vidimo da iz (6.8), kombinujuéi prve dve jednacine, dobijamo

: A
(ﬁ@-+AO+~§>¢=0, (6.10)
pri cemu je
lima®(t)p(t) =0, lima*(t)p(t) = 0. (6.11)
t—0 t—1

Primetimo da grani¢ni problem (6.10), (6.11) pripada grupi nestandard-
nih problema, imajuéi u vidu ¢injenicu da se sopstvena vrednost A pojavljuje
u nelinearnom obliku. Dokazac¢emo u nastavku da za klasu pozitivnih i ne-
prekidnih funkcija a(t), t € (0,1), koje predstavljaju povrsinu popre¢nog
preseka, postoje sopstvena vrednost A i sopstvena funkcija ¢ koje zadovolja-

vaju sistem (6.10), (6.11).

Lema 6.1. Pretpostavimo da je a neprekidna i pozitivna funkcija i neka je
8 > 0. Tada postoji
A>0 i ¢eC?*(0,1)),

tako da je sistem

(a2¢)'+A(1+%6) ¢ =0,
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6. Klauzenov problem sa smicanjem

uz uslove

lima?(t)p(t) =0, lima®(t)p(t) =0,

t—0 t—1

zadovoljen.

Dokaz. Razmotrimo sledeci grani¢ni problem
5 - AB 27N s . .
(@) + A (1+— ) =0, H)¢(t) =0, ¢(0)=0, &(1)=0,

pri ¢emo pretpostavljamo da je A > 0 dato. Teorema 4.6.2, [36], obezbeduje
postojanje niza sopstvenih vrednosti, koje su ogranic¢ene odozdo i koje teze
ka beskonacnosti. Neka je X(A) prva pozitivna sopstvena vrednost, tj. ¢
nema nula u intervalu (0,1). Vrednost X(O) je dobro definisana. Sada, na
osnovu Teoreme o monotonosti za sopstvene vrednosti (Teorema 4.9.1), [36],
povecavanjem vrednosti A, sopstvena vrednost X(A) monotono se umanjuje.

Prema tome, postoji A = A tako da je /):()\) =\ O

Istaknimo da, u sluc¢aju kada zanemarimo deformaciju smicanja, tj. kada

je B =0, sistem (6.10), (6.11) postaje
(a®) + A =0,

uz uslove

lima?(t)p(t) =0, lima*(t)p(t) = 0.

t—0 t—1

Prema tome, dobijamo sistem koji predstavlja dobro poznate jednacine koje
odreduju opterecenje A pri izvijanju stuba sa promenljivim popre¢nim pre-

sekom.
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6. Klauzenov problem sa smicanjem

6.2 Optimalni model Stapa opisanog

jednacinom (6.10)

Istaknimo ovde da se optimizacija oblika elasti¢nih §tapova u odnosu na

izvijanje moze formulisati na jedan od slede¢ih nacina:

1. Ako su date duzina i zapremina Stapa, odrediti poprec¢ni presek
a(t) € A tako §to ¢e se maksimalno uvecati minimalna vrednost sopstvene
vrednosti A u diferencijalnoj jednacini (6.10), pod uslovom da bezdimenzijska

zapremina Stapa ima vrednost w = 1, odnosno

1 .
A = maxmin fo a2(t)902(t)dt
acA ¢ fol ©2(t)dt

/1a(t)dt =1,

A={a:a€C(0,1), a >0}

uz uslov

pri cemu

predstavlja skup dopustivih funkcija povrsine popre¢nog preseka.

2. Ako su date duzina Stapa i sopstvena vrednost A, odrediti a(t) € A

tako da je zapremina Stapa minimalna, odnosno

1

Woptimalno = Erélil/a(t)dt,

0
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6. Klauzenov problem sa smicanjem

(1+—> =0,

lima®(t)p(t) =0, lima*(t)p(t) = 0.

t—0 t—1

uz ogranicenja

Skup dopustivih funkcija je ovde dat sa
A ={a: a je deo po deo neprekidna na (0,1), a > 0}.

Procedura 2, koja se inace koristi u mnogim konfiguracijama, bi¢e koris¢ena

1 u nastavku nase analize.

Posmatrajmo Stap duzine L. i konstantnog popre¢nog preseka A., koji
je prikazan na Slici 5 a). Neka je Stap izloZen sili intenziteta F' i na jed-
noj i na drugoj svojoj krajnjoj tacki, gde vrednost F' odgovara najmanjem
optereéenju pri kojem dolazi do izvijanja Stapa. Cilj nam je da odredimo
poprecni presek A(S), tako da ¢e se Stap pri datoj duzini L i sili intenziteta
F izviti pod dejstvom sile F, videti Sliku 5 b), i tako da zapremina Stapa

bude minimalna, odnosno

1

W = Woptimalno = mln/a(t)dt7
acA

gde je

Neka je
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6. Klauzenov problem sa smicanjem

i LU - L
F_ _F F PR
AN v T A(S) v
) A yv x(S)
\
a) b)
Slika 5. Stap sa konstantnim poprec¢nim presekom duzine L. i Stap sa
optimalnim popre¢nim presekom duzine L
Sada se sistem (6.8), (6.9) transformiSe u sistem
. . AP
T, = a—;, Ty = -\ (1 + ?) Z1, t e (07 1), (612)
gde je
z2(0) =0, 25(1)=0. (6.13)

Sada mozemo formulisati slede¢i problem:

Odrediti a(t) € A tako da je zapremina Stapa minimalna, odnosno
1

w = min/a(t)dt,

acA
0

pri cemu vazZe diferencijalna ogranicenja

o
a2

A
I ¢2=—A(1+£)x1, te(0,1),

uz uslove
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6. Klauzenov problem sa smicanjem

Pri resavanju postavljenog problema koristicemo Pontrjaginov princip

maksimuma, [1], [34]. U ovom slu¢aju Hamiltonova funkcija (3.2) ima oblik
A

H:a—kplx—;—pg)\ <1+—ﬂ) x1, (6.14)
a a

pri ¢emu su konjugovane promenljive p; i po definisane sistemom

. OH AB . oH D1
D1 o, D2 ( + 4 ) y D2 O 2’ (6.15)

uz uslove

p1(0) =0, pi(1)=0.

Optimalno upravljanje, a u nasem problemu je to a = a*, zadovoljava uslov

(3.6) za minimum, odnosno

0H T2 )\Qﬁ
i R R g A

gde je a* optimalni poprec¢ni presek. Primecujemo da Hamiltonova funkcija

H ne zavisi eksplicitno od ¢, odnosno

oOH
ot

Prema tome, zaklju¢ujemo da je
H = const.,
odnosno, na osnovu (6.14),

A
H:a—i-plm—;—pg/\ <1+—6)x1—C, C = const.
a a
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6. Klauzenov problem sa smicanjem

Ako uporedimo sisteme diferencijalnih jednac¢ina (6.12) i (6.15), odnosno si-

steme
x A
.’i)’lz—;, 1'2:—)\(1+_6>CC1
a a
. 2B : p
p1:p2)\(1+_>7 P2:——;,
a a
uoci¢emo da je
P1 = CTy, Py = —cCri, €= const. (6.16)

Dakle, sada imamo

(6.17)

Ako diferenciramo Da po a, dobijamo
a

A28

0*H 2
$2 + 20.%%—3
a

a2 60?

Odavde zaklju¢ujemo da u (6.16) mora biti

c> 0,

jer, u suprotnom, potreban uslov za mi}g H, tj. uslov
ac

0*H
Oa?

> 0,

ne bi bio zadovoljen. Kako je ¢ > 0, iz (6.17); onda sledi da je i C' > 0.
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Primetimo da je

21(0) # 0.

Naime, ako bi bilo z;(0) = 0, tada bismo, a imajuéi u vidu da je x2(0) = 0,
iz (6.17)1, za t = 0, dobili H = a = const., §to bi znadilo da je povrsina
poprecnog preseka zapravo konstantna. Prema tome, zaista je x1(0) # 0.

Znajuéi to, iz (6.17)s, za t = 0, dobijamo

odakle zaklju¢ujemo da je

a(0) £ 0, (6.18)

Sto znadi da poprecni presek, kada imamo smicanje, nije jednak nuli na svom

kraju, Sto ¢e i graficki biti prikazano kasnije (Slika 8).

Probajmo sada da poprec¢ni presek a izrazimo eksplicitno preko ostalih
x
promenljivih. Najpre primetimo da iz (6.17), mozemo izraziti c—g na sledeéi
a
nacin

oL ¥

‘@272
Kada tako dobijen izraz zamenimo u (6.17);, dobijamo

a 1 ,\p ABN\ o
a+§—§cx17+c)\ 1+7 LL’I—C.

Nakon pazljivog sredivanja gore dobijene jednac¢ine, dobijamo kvadratnu jed-

nacinu po a oblika

3 1
§a2 +a(Xexd — C) + 50/\2,6’373 =0, (6.19)
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6. Klauzenov problem sa smicanjem

¢ija su reSenja

C — \ea? & \/(C — Aea?)? — 3eA2[a2
3 :

Q12 =

Imajuéi u vidu to da su i C' i ¢ pozitivne konstante, mozemo izabrati da je

C = ¢, tako da pozitivno resenje kvadratne jednac¢ine (6.19) onda postaje

LA (L - ) - G
. .

a=C

(6.20)

Sada, uzimajuéi u obzir ovako dobijen popre¢ni presek a, kompletan sistem

jednacina, uzimajuéi u obzir i ugib u, videti jednac¢inu (6.8)3, postaje

X2

2
o2 (1 Y R/ gvﬁx%)

i‘1:9

A
.fQ ==A]1 + 3 B xy,
— )2 _2Z2)2 _ 31y243,.2
C (1 M+ /(1 - Aa)? — & Bwl) 6.21)
A
U = 1 + 3 ﬁ Xy,
C (1 — A\ + \/(1 — \r2)? — %)x%ﬁ)
C =0,
uz uslove
9(0) =0, x2(1)=0, w«(0)=0, u(l)=0 (6.22)
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Glava 7

Bifurkacija 1 postkriti¢no
ponasSanje optimalno

oblikovanog Stapa

7.1 Nelinearne diferencijalne jednacine koje

opisuju velike deformacije Stapa

U ovom delu disertacije ispita¢emo ponasanje Stapa u slucaju kada je
opterecenje preveliko, tj. kada je opterecenje takvo da dolazi do izvijanja
Stapa. Pretpostavljamo da je Stap, prikazan na Slici 5, optimizovan, kao i da

je optimalna povrSina popre¢nog preseka odredena iz (6.20), tj. iz

1— Az + \/(1 —a?)? — 22827
3 :

a=C
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7. Bifurkacija i postkriticno ponasanje optimalno oblikovanog Stapa

Izveséemo nelinearne jednacine koje opisuju ponasanje Stapa nakon njegovog
izvijanja u specijalnom slucaju kada je elongacija jednaka nuli, tj. kada je

e = 0. Iz jedna¢ina (6.2), (6.3) i uslova

v=0-¢,

dobijamo

A
sin(f — ¢) = siny = 2 sin ¢,
a

pri ¢emu smo koristili bezdimenzijske velic¢ine (6.7). Primetimo da je maksi-

™
malna vrednost ugla smicanja v = 5 tako da je

A
—5 sinp < 1.
a
Imajuéi u vidu da je
0=9+,

iz (6.1) dobijamo sledeéi sistem nelinearnih diferencijalnih jednacina koje

opisuju velike deformacije Stapa

m
Y =—
a?’

A D
m=—A\ singo\/l—(—ﬁsing0> +—ﬁsincpcosg0 ,
a a
. \/ (AB. >2 A
u=sinpy/l— | —siny | + —sinpcosy,
a a

2
é:cosgD\/l — (%singp) — %sinﬂp,

4

(7.1)




7. Bifurkacija i postkriticno ponasanje optimalno oblikovanog Stapa

uz uslove

Sada ¢emo (7.1); 2 napisati u operatorskoj formi

. A 2
K(\ ) = (pa®) + A sinw\/l— <—Bsincp) —l——ﬁsingocosgo =0,
a a
(7.3)
pri ¢emu je
¢(0) =0, ¢(1)=0. (7.4)

Imajuéi u vidu da popreéni presek a zadovoljava (6.17);, zaklju¢ujemo da
je

alt) #£0, teo,1].

Primetimo da sistem (7.1), (7.2), odnosno (7.3), (7.4), ima trivijalno reSenje

p=m=u=0, zasvako \ € R".

Prema tome, imamo

K(X0) =0,

za sve vrednosti parametra A. Netrivijalno resenje ¢ vodi do netrivijalnog re-
Senja sistema (7.1), (7.2). Prema tome, u nastavku ¢emo ispitati bifurkacione
tacke operatora K. Jedan od glavnih rezultata naseg rada je dat slede¢om

teoremom.

Teorema 7.1 ([6]). Neka je popre¢ni presek a(t), t € [0, 1], dat sa (6.20),

5



7. Bifurkacija i postkriticno ponasanje optimalno oblikovanog Stapa

odnosno

1— 22 + \/(1 — \2)? — 2Bt

_C
@ 3

Tada je tacka
(M. 1) € RT < C%((0,1))

tacka bifurkacije operatora K, gde je

(610%) +Xigpn (1 - %) =0, (7.5)

uz uslove

£1(0) =0, ¢1(1) =0.

U tacki (A1, 1) imamo superkriti¢nu vilastu bifurkaciju'?.

Dokaz. Koristicemo Ljapunovfémitovu redukciju, [28]. Prvo ¢emo operator

K (X, ) napisati u obliku
K ¢) = BXN)p+ N ),

gde je B(A\) : C?([0,1]) — C([0,1]) Freseov izvod operatora K (A, ) u tacki

(A,0). U ovom slucaju je

B(N)p = (¢a®) + Ap (1 + %) :

2
N(A @) =A Sin@\/l - (%Sinw) + %Singﬁcos&p—gp (1+¥)

12Qupercritical pitchfork bifurcation (superkriticna ili natkriticna vilasta bifurkacija)
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7. Bifurkacija i postkriticno ponasanje optimalno oblikovanog Stapa

Uslov

vodi do zakljucka da je ¢ = @1, koje je odredeno u (6.12) i (7.5). Prema tome,
potreban uslov da tacka (A1,0) bude tacka bifurkacije operatora K (A, ¢) je

zadovoljen. Primetimo da je B()\) samo-adjungovani operator, odnosno

(BN, q) = (¢, B*(N)g),

gde je B(\) = B*()\). Dakle, sada iz

B*(A)g1 =0

zakljucujemo da je q; = ;. Neka je

A=MN+AN AN

Odredi¢emo resenje diferencijalne jednacine K (A, ¢) = 0, odnosno jednacine

2
K(A, ) = (pa®) + A sincp\/l—<%singo> —i—ﬂsingocosgo =0.
a a

(7.7)

Najpre, primetimo svojstvo antisimetri¢nosti operatora K (A, ). Naime,

KA =) = ((=p)a?) +
+A sin(—@)\/l — (% sin(—go)) 2 + % sin(—p) cos(—p) | =

7



7. Bifurkacija i postkriticno ponasanje optimalno oblikovanog Stapa

. A ZA
:—(gbaQ) + A —sinw\/l—(—ﬁsingo) ——5$in<pcosgo =
a a

. A 2 A
= — (gbaZ) + A singo\/l— (—55in4p> —|——6$ingpcos<p =
a a

Dakle, uocavamo da vazi
KA, ¢) = —K(A, —9).
Prateci proceduru iz [21], napisa¢emo resenje jednacine (7.7) u obliku
© = ap + u(apy, AN).
Iz antisimetri¢nosti imamo da je
p=ap;+u ((agpl)?’ , A)\) .

Bifurkaciona jednacina, uz q; = 1, postaje

1

Fla, AN) = Ada O/ (1 + 2%) (1) dt—

(7.8)
1
a? 3 B
—— {1+ == )dt+ O (a®AN,aAN?* a°) =0
6/%()( H@)) £0 (@A), a2, ¥) =0,
0
odnosno
fla,AN) = c1ANa — cza® + O (aSAA, aAN?, a5) =0, (7.9)
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7. Bifurkacija i postkriticno ponasanje optimalno oblikovanog Stapa

pri ¢emu je

a(t)

@,:éo/ﬁ(t) <1+%)dt>0,

1
€1 = / (1 + 2£) O3 (t)dt > 0,
0

kao i

Of (a, AX)  *f(a,AN)  Of(a,AN)

fla,AN) = =25 =50 = =T = S =), (7.10)

za a = AX = 0. Sada, iz (7.9), (7.10) i [27], zaklju¢ujemo da je f kontaktno
ekvivalentno'® sa

fla, AN) = Ada — d®,

Sto znaci da se izrazi reda O (a>A\, aAN?, @) mogu zanemariti pri analizi
broja reSenja jednacine (7.8), u blizini tacke bifurkacije (A1, 0). Prema tome,
analizira¢éemo samo

fla, AN) = Ada — a® = 0. (7.11)

Resavajudi jednacinu (7.11) po a, dobijamo korene
aq =0 1 a273::|:\/ AN,

Ovo nas vodi do dva netrivijalna resenja sistema (7.3), (7.4) u okolini tacke

(A1,0) € RT x C?([0,1]), koja dobijamo iz (7.9),

A)\Cl
C3

p ==

©1-

Prema tome, (7.3), a samim tim i (7.1), (7.2), ispoljavaju superkriti¢nu vila-

BContact equivalent
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7. Bifurkacija i postkriticno ponasanje optimalno oblikovanog Stapa

stu bifurkaciju u tacki (A, ¢) = (A1, ¢1).

7.2 Varijacioni princip za velike deformacije

optimalno oblikovanog Stapa

U ovom odeljku izves¢emo varijacioni princip za sistem diferencijalnih

jednacina (7.3), (7.4). Razmotrimo slede¢i problem minimizacije: odrediti

minimum funkcionala 1
1
min [ = min/L(gb, ©)dt,

peM peEM
0

gde je
M ={p:peC?(0,1), $(0) =0, $(1) = 0},

dok je Lagranzeva gustina data sa

\/1 7'8 sin?
2

cos Y+

2a

1— (22)* [ A8\ A
+#ln Fﬁcoscp—l— 1—(;) sin? ¢ ——Bsingo

80
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7. Bifurkacija i postkriticno ponasanje optimalno oblikovanog Stapa

ekvivalentan sa

. A 2
K(\ ) = (pa®) + A sinw\/l - <—B sincp) + —Bsingocosgo =0,
a a

pri ¢emu je skup dopustivih funkcija dat sa (7.12). Naime, kako je

oL .,
a—¢ =pa,
to je
doL d ,. . o\
dop P = () (7.14)

Dalje, pazljivim rac¢unom dobijamo da je

I 2
oL = —\| sin gO\/l — <&> sin? ¢ + ﬁsincpcosgp : (7.15)
Op a a
d OL L
tako da iz (7.14) i (7.15) zaista sledi da je %g_@ — g_w = 0 ekvivalentno sa
K\ ) =0.

Primetimo da za § = 0, iz (7.13) dobijamo

'2a2

L(p,p) = S02 + Acosp, (7.16)

Sto predstavlja dobro poznat rezultat. Ovde skre¢emo paznju da drugi sabi-

rak u uglastoj zagradi Lagranzeve gustine L(p, @), u (7.13), za 8 = 0 dobija
0

oblik 0 (neodreden izraz), tako da, na primer, Lopitalovim pravilom, kada

£ — 0, relativno jednostavno dobijamo
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7. Bifurkacija i postkriticno ponasanje optimalno oblikovanog Stapa

1— (28)? 2
lim%ln ﬁcosgp—k\/l— (&) sin?p | =
a a

B—0 222

a

1_(,\_5)2 In (%COSQ@+\/1—(¥)2SiH2@>
= lim Aa . =
B—0 25 /B

N}
s:|>/| =

A 1
- —COS( = = COS Y,
a 2

odakle lako dobijamo (7.16).

Takode, vidimo da je Lagranzeva gustina L(¢, @) parna po ¢, pa je

neparno po . Dalje, dimenzija prostora nula!* operatora B(\;) u (7.6) je
konac¢na, odnosno, tacnije, jednaka je 1. Prema tome, na osnovu Teoreme
11.4 iz [11], za svako € > 0 dovoljno malo, postoji najmanje jedan par reSenja

sistema (7.3), (7.4) u okolini tacke
(A1, =0) € R* x C*((0,1)),

sa normom €. Isticemo da upravo izlozena analiza predstavlja jos jedan do-
kaz da je tacka (A, = 0) tacka bifurkacije. Videli smo u Teoremi 7.1,
Ljapunov—émitovom procedurom, da u datoj tacki imamo superkriti¢nu vi-

lastu bifurkaciju.

U delu koji sledi sistem (7.1), (7.2) resi¢emo numericki.

Y Null space ili kernel (jezgro)
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Glava 8

Numericko reSenje sistema

nelinearnih diferencijalnih

jednacina (7.1), (7.2)

Kao i u prvom delu disertacije, pri numerickom resavanju sistema jedna-
¢ina koje odreduju optimalni oblik Stapa, koristicemo standardne programe
za reSenje dvotackastih problema za sisteme obi¢nih nelinearnih diferencijal-
nih jednacina prvog reda iz programskog paketa MathCad. Numeric¢ku inte-
graciju pretpostavljenog KosSijevog problema izvrSi¢éemo koriséenjem proce-
dure Runge—Kuta s promenljivim korakom. Koristi¢emo prvi integral (6.17);

i uslov optimalnosti (6.17), da bismo pratili ta¢nost numericke integracije.

Rezultate numericke integracije, pre svega povrsinu poprecnog preseka
optimalno oblikovanog stapa a(t), prikazacemo graficki. Takode, prikaza¢emo
graficki i prvi mod izvijanja optimalno oblikovanog Stapa, $to, na primer, nije

prikazano u [26]. Osim toga, odredi¢emo i ustede materijala koje optimizacija
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8. Numericko reSenje sistema nelinearnih diferencijalnih
jednacina (7.1), (7.2)

donosi za fiksne parametre optere¢enja A. U nastavku ¢emo prvo razmotriti

slucaj kada je 5 = 0, odnosno klasi¢an sluc¢aj kada nemamo smicanje.

8.1 Slucaj kada je parametar smicanja 3 =0

Za slucaj B = 0, sistem (6.21), (6.22) dobija oblik

L2 .
T = 9 To = —>\ZL‘1,

4C2 (1 — Ae2)”

W=z, C=0, (8.1)
a2
0 — 2C(1 )\xl)7
3
uz uslove
z2(0) =0, 29(1)=0, wu(0)=0, wu(l)=0, w(0)=0. (8.2)
0.8 T T T T

Slika 6. Popre¢ni presek optimalno oblikovanog stapa,

pri sili izvijanja A = 3
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8. Numericko reSenje sistema nelinearnih diferencijalnih
jednacina (7.1), (7.2)

Sistem (8.1), (8.2) resen je numericki. Rezultati su prikazani na Slikama

61 7. Na Slici 6 je prikazan poprec¢ni presek optimalno oblikovanog Stapa.

Na Slici 7 je prikazan prvi mod izvijanja optimalno oblikovanog Stapa.

015 T T T T

0.1 1

005 7

g

Slika 7. Prvi mod izvijanja optimalno oblikovanog Stapa,

pri sili izvijanja A = 3

Sada ¢emo uporediti nase rezultate, koje smo dobili numericki, sa analitic-
kim resenjem datim u parametarskom obliku, koje je prikazano u Kelerovom
radu [26]. Naime, Keler je u navedenom radu razmatrao problem odrediva-
nja oblika stuba koji ima najvece opterecenje, odnosno koji je najotporniji na
izvijanje, pretpostavljajuc¢i da su duzina i zapremina stuba date i pri ¢emu
su svi poprecni preseci konveksni. Jednacina koja opisuje oblik stuba koji je

najotporniji na izvijanje predstavljena je parametarski na slede¢i nacin

t= % (w — %sinZ@/J)
(8.3)

pri ¢emu je parametar ¢ € [0, 7]. Razlika u povrsini popre¢nog preseka koju
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8. Numericko reSenje sistema nelinearnih diferencijalnih
jednacina (7.1), (7.2)

smo mi dobili numericki iz sistema (8.1), za = 0, u odnosu na popre¢ni

presek a iz (8.3) jeste reda 1075.

Takode, u istom radu, [26], za parametar optereéenja A\ imamo izraz

=) 59

gde smo sa wge oznacili zapreminu dobijenu u tom radu. Nasi numericki

rezultati pokazuju da za vrednost parametra opterecenja
A =3,

1mamo

Wy = 0.477464832,

gde smo sa Wy, oznacili zapreminu dobijenu numerickim putem. Sada, ako

u (8.4) stavimo A = 3, uzimajuéi da je L = 1, dobijamo
Wi = 0.477464829.
Prema tome, razlika u navedenim vrednostima zapremine je
Whum — Wier = 0.477464832 — 0.477464829 = 3 - 1077,

odakle vidimo da je postignuta velika tacnost u rac¢unu.

Za Stap sa konstantnim popre¢nim presekom, iz (6.10) i (6.11), za 5 =0
i A = 3 dobijamo
(aZonstSb). + 390 = 07 (85)
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8. Numericko reSenje sistema nelinearnih diferencijalnih
jednacina (7.1), (7.2)

pri ¢emu je
hm a?onst@%b(t) = 07 lgn agonst(t)sb(t) = 0. (86)

t—0 1

Ako napiSemo homogenu diferencijalnu jednacinu drugog reda (8.5) u obliku

. 3
o+ —5—p=0,

const

lako dobijamo njeno resenje

V3t

+ co sin ,
Qconst Qeonst

@(t) = c1 cos

gde su ¢; i cp konstante. Iz grani¢nog uslova (8.6); dobijamo

V3 V3.0 V3
Co cos =y =0,

Qeonst Qconst Qeonst

odakle je co = 0. Koristec¢i sada uslov (8.6)2, dobijamo

V3 V3
c1 sin =

Qeonst Qeonst

0.

Kako ne moze biti i ¢; = 0, jer bismo tada imali trivijalno resenje ¢ = 0, to

mora biti
sin =0,

Aconst
odakle je

V3

g 7]'7
Aconst

odnosno

V3

Qeonst = — = 0.551328895.
T
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8. Numericko reSenje sistema nelinearnih diferencijalnih
jednacina (7.1), (7.2)

Prema tome, zapremina Stapa sa konstantnim popre¢nim presekom je
Weonst = 0.551328895.
Sada imamo

Weonst — Wnum = 0.551328895 — 0.477464832 = 0.073864063,

odakle zaklju¢ujemo da nam sprovedena optimizacija obezbeduje ustedu u
zapremini, odnosno u materijalu od kojeg je napravljen stap, koja iznosi
priblizno

Weonst — Wnum 0073864063

100

= —— 100 = 13.4%.
Weonst 0.551328895 %

8.2 Slucaj kada je parametar smicanja 3 # 0

U nastavku razmotricemo sluc¢aj kada imamo smicanje Stapa, odnosno
slucaj kada je

p#0.

Na primer, neka je § = 0.1. Rezultat je prikazan na Slici 8.

Primec¢ujemo da optimalno oblikovani §tap sa smicanjem ima poprecni pre-
sek takav da je na svojim krajevima razli¢it od nule, a ve¢ smo i analiticki
zakljucili da je

a(0) # 0,
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8. Numericko reSenje sistema nelinearnih diferencijalnih
jednacina (7.1), (7.2)

videti (6.18). Numerickim putem dobili smo da je konkretno

a(0) = 0.451307171.

0.8 T T T T

0.7

a o6

0.5

0.4 1 1 1 1

Slika 8. Popre¢ni presek optimalno oblikovanog Stapa sa smicanjem,

pri sili izvijanja A = 3

Zapremina optimalno oblikovanog Stapa je

Wopt = 0.629662003782512.

Na osnovu Slike 8 vidimo tendenciju da s povecanjem vrednosti parametra

[ oblik Stapa postaje uniformniji, tj. postaje sve vise jednoli¢an.

Ako sada posmatramo Stap sa konstantnim popre¢nim presekom, iz (6.10)

i (6.11) dobijamo

Qeonst

(agonstgb). + )\ <1 + )\6 ) 90 = 07 (87)
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8. Numericko reSenje sistema nelinearnih diferencijalnih
jednacina (7.1), (7.2)

pri ¢emu je
a?onst(o)sb(o) = 07 a’gonst(l)sb(l) = Oa (88)

gde smo koristili ¢injenicu da je
aconst<0) — aconst(l) ?é 0

Slicno kao kada smo analizirali sluéaj g = 0, tako i sada, ako napiSemo

homogenu diferencijalnu jednacinu drugog reda (8.7) u obliku

. A A
Y+ — (1+ ﬁ)csz,

Clconst Qconst

bez mnogo problema dobijamo njeno resenje

@(t) = 1 cos <\/_ 1—|—— t) + ¢y sin <§\/1+¥~t>,

gde su ¢; i cp konstante. Iz grani¢nog uslova (8.8); dobijamo

\/_ _5 (V_F >_2_ 1+¥=0,

odakle je ¢o = 0. Koristec¢i sada uslov (8.8)2, dobijamo
—c1£ l—l——ﬁ i <\/_ 1+—> =0.

Slicno kao i ranije, ako bi bilo ¢; = 0, tada bismo imali trivijalno resenje

¢ = 0, tako da mora biti
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8. Numericko reSenje sistema nelinearnih diferencijalnih
jednacina (7.1), (7.2)

odakle je

\/_

1+—:7T,

A A
5 (1 + P ) =72
aconst Qeonst

Iz (8.9) dobijamo jednacinu treceg stepena po deonst, Oblika

odnosno

2 3
™ accmst

- )‘acanst - )‘26 =0.
Za A =31 = 0.1, gornja jednacina postaje
7242 — 3aeonst — 0.9 = 0.

const

Dobijena kubna jednacina ima jedinstveno reSenje, koje iznosi

Qeonst = 0.6642609.

Sada je zapremina Stapa sa konstantnim poprecnim presekom jednaka

Weonst = 0.6642609.

Prema tome, kako je

Weonst — Wopt = 0.6642609 — 0.629662003782512 = 0.0345989,

to je, priblizno,

Weonst — Wopt 0.0345989
—— 100 = ————— - 100 = 5.2%.
wconst 06642609 %
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8. Numericko reSenje sistema nelinearnih diferencijalnih
jednacina (7.1), (7.2)

Dakle, optimizacija nam u ovom slu¢aju obezbeduje nesto manju ustedu u

materijalu od kojeg je napravljen Stap, tj. samo 5.2%.

Sada ¢emo opisati postkriticno ponasanje Stapa. Prema tome, uze¢emo
opet A = 3, f = 0.1 i dobiti optimalni oblik poprec¢nog preseka Stapa onako

kako je to prikazano na Slici 8. Uzmimo sada

A=3+ AN gdeje AXN=0.25.

Postojanje resenja za ovakav slucaj je obezbedeno Teoremom 7.1. Numericki
smo resili nelinearni sistem (7.1), (7.2) za navedene vrednosti parametara

A =31/ =0.11ina Slici 9 prikazali rezultat za osu Stapa, tj. (u,§).

0-3 T T T T

nelinearni mod izvijanja

linearni mod izvijanja

g

Slika 9. Optimalno oblikovani Stap i Stap u postkriticnom stanju,

pri parametru opterecenja A\ = 3.25
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