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Predgovor

Problem nepokretne tacke datira od 1922. godine kada je Banah' uveo
pojam kontrakcije na metrickim prostorima. Znac¢ajna proucavanja pocinju
sedamdesetih godina proslog veka. Vazne rezultate u ovoj oblasti dali su S.
Banah, Lj. B. Ciri¢?, V. Rako¢evi¢?, O. Hadzi¢,* S. Radenovi¢®, kao i mnogi

drugi, koje ¢emo spomenuti u nastavku.

Teorija nepokretne tacke je jedna od glavnih grana nelinearne analize. Kao
Sto sam naziv kaze, ova grana matematike se bavi problemima egzistencije,
odredivanja i konstrukcije nepokretne tacke preslikavanja. Radi se o opSirnoj
oblasti, koja se i danas uveliko proucava. Predstavlja jednu od najznacajnijih
oblasti moderne matematike, kao spoj analize, topologije i geometrije. Snazan
razvoj ove teorije, kako u metrickim, tako i u prostorima koji predstavljaju
uopstenja metrickih prostora, vezuje se za pocetak XX veka. Interdiscipli-
narnog je karaktera, a njen uticaj se proSiruje na razne oblasti matematike,
ukljuc¢ujuéi matematicku analizu, numericku analizu, funkcionalnu analizu,

topologiju, ekonomsku matematiku. Osim toga, ne treba zanemariti njen zna-

!Stefan Banach (1892-1945)
2Ljubomir B. Ciri¢ (1935-2016)
3Vladimir Rakocevié (1953)
4Olga Had7ié (1946-2019)
Stojan Radenovié¢ (1948)



Predgovor

¢aj u tehnickim disciplinama teoriji igara, fizici, posebno u domenu kvantne
fizike Cestica. U danasnjem vremenu, istrazivanja u ovoj oblasti zadrzavaju
svoju izuzetnu vaznost i dinamic¢nost, neprestano privlaceé¢i paznju struc¢nja-
ka Sirom sveta, Sto dodatno potvrduje dubinu njenog doprinosa matematici

i nau¢nom okruzenju.

Cilj ove disertacije jeste da pokazemo postojanje i jedinstvenost nepokret-
ne tacke nekih preslikavanja, kao §to su F'1-kontrakcija, F'-Suzuki kontrakcija
u okviru b-metrickih prostora i generalizovana Lip&icova® preslikavanja u M-

konusnim metrickim prostora nad Banahovom algebrom.

Disertacija se sastoji iz pet poglavlja, od kojih svako poglavlje sadrzi

odreden broj potpoglavlja.

U prvom poglavlju, pored istorijskog osvrta na nepokretnu tacku, ukrat-
ko predstavljamo topoloske prostore, zatim metricke prostore kao specijalnu
klasu topoloskih prostora, gde zbog izuzetne vaznosti definiSemo Kosijev niz
i kompletan metricki prostor. Takode, navodimo i definiciju normiranog i

Banahovog prostora.

U drugom poglavlju ove doktorske disertacije predstavljamo neka uopste-
nja metrickih prostora, kao $to su: b-metric¢ki prostori, skoro b-metricki pro-
stori, konusni, M-konusni metric¢ki prostori kao generalizaciju M-metrickog
prostora i konusnog metrickog prostora nad Banahovom algebrom i super

metricke prostore i navodimo neka bitna svojstva koja za njih vaze.

Cuvena Banahova teorema o nepokretnoj (fiksnoj) tacki koja se ¢esto i
naziva Banahov princip kontrakcije, kao i osnovne oznake, pojmove i rezul-

tate koje ¢emo koristiti date su u tre¢em poglalvju. Za ovaj princip iz 1992.

6Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903)



Predgovor

godine vezuje se pocetak izucavanja teorije nepokretne tacke u metrickim
prostorima. Pored klasi¢nog Banahovog dokaza iz rada |19], izlozen je i do-
kaz iz rada |74]. Takode su date primene pomenute teoreme kod izuc¢avanja
egzistencije reSenja jednacina. Razmatraju se obi¢ne jednacine, sistem od n
linearnih algebarskih jednacina, diferencijalne jednacine i integralne jednaci-

ne.

Mnogi autori su definisali preslikavanja kontraktivnog tipa na komplet-
nom metrickom prostoru X, koja predstavljaju uopstenja dobro poznate Ba-
nahove kontrakcije. U mnogim slucajevima takva preslikavanja imaju jedin-
stvenu nepokretnu tacku, a ona se moze dobiti koristeé¢i Pikarovu” iteraciju,

pocevsi od neke pocetne tacke zy € X.

Takode, predstavljamo F'-kontrakcije, njene generalizje u metrickim i b-
metrickim prostorima, kao i pojam generalizovanog LipsSicovog preslikavanja

u okviru M-konusnih metri¢kih prostora nad Banahovom algebrom

U Zetvrtom poglavlju predstavljen je prvi originalni rezultat |38| u kojm
je dat mnogo jednostavniji i kra¢i dokaz poznatog znacajnog rezultata, [78],
koji se odnosi na generalizovanu F-Suzuki kontrakciju u b-kompletnim b-
metrickim prostorima. Koriste¢i nas novi pristup pri dokazivanju da je Pika-
rov niz b-Kogijev, nasi rezultati generalizuju, poboljsavaju i dopunjuju neko-
liko poznatih rezultata u postojecoj literaturi. Staviée, predstavljeni su neki
novi kontraktivni uslovi da bi se ilustrovala primena dobijenog teorijskog

rezultata.

Drugi originalan rezultat [33| koji je predstavljen u petom poglavlju od-

nosi se na istrazivanje postojanja nepokretne tacke za generalizovana LipSi-

"Charles Emile Picard (1856-1941)
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cova preslikavanja u M-konusnim metrickim prostorima nad Banahovom al-
gebrom. Kao primenu, ispitujemo postojanje i jedinstvenost reSenja za Fred-

holmovu® integralnu jednacinu.

Zahvaljujem svojoj mentorki prof. dr Diani Doli¢anin DPeki¢ na ogromnoj
pomodi i velikodusnim savetima tokom mog studiranja, a narocito tokom ra-
da na ovoj doktorskoj disertaciji. Pored mnogobrojnih njenih obaveza, ipak
bi stalno nalazila vreme za mene i pomagala mi, upucuju¢i me na odgova-
rajucu literaturu, a c¢esto i poklanjaju¢i mi knjige za citanje i ucenje, na
¢emu sam joj od sveg srca zahvalan. Imati takvu mentorku je veliko zado-
voljstvo i ¢ast. Takode, zahvaljujem i komisiji, ¢iji su ¢lanovi prof. dr Teodor
Atanackovié¢; prof. dr Ljubisa Koc¢inac; prof. dr Miroslava Petrovi¢ Torgasev;
prof. dr Dragan DPordevi¢. Svojim sugestijama dali su doprinos kona¢noj for-
mi ove doktorske disertacije. Posebno zahvaljujem uvazenom prof. emeritusu
Cemalu Doli¢aninu, koji nazalost vie nije sa nama, za organizaciju, nese-
bi¢nu pomo¢ i pokazano strpljenje. Naravno, zahvaljujem svojoj porodici i
iskrenim prijateljima na podrsci, strpljenju i razumevanju u toku svih ovih

godina.

Novi Pazar, 2023. Ersin Gili¢

8Erik Ivar Fredholm (1866—1927)



Glava 1

Uvod

U ovom poglavlju dac¢emo istorijski ostvrt na razvoj nepokretne tacke,
kao i osnovne pojmove o metrickim prostorima koji predstavljaju specijalnu

klasu topoloskih prostora.

1.1 Istorijski osvrt na napokretnu tacku

Teorija nepokretne tacke je pocela da se razvija nakon ubrzanog pro-
gresa klasi¢ne analize. Za fundamentalne teoreme ove teorije smatraju se
Brauerova® i Banahova teorema. Proucavanje nepokretne tacke je zapocelo
1912. godine kada je ¢uveni holandski matematicar Brauer dokazao da, ako
je f: B — B neprekidna funkcija, a B je otvorena lopta u R”, onda f ima
nepokretnu tacku. Ova teorema garantuje egzistenciju, ali ne i jedinstvenost

nepokretne tacke, niti daje njenu konstrukciju. Postoji nekoliko dokaza ove

9Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966)



1. Uvod

teoreme. Klasi¢ni dokaz su dali Birkof'? i Kellog!! 1922.godine, a dokaz sli-
¢an ovome su dali i Dunford'? i Svarc!3 1958.godine. Brauerova teorema ima
mnogo primena u analizi, diferencijalnim jedna¢inama i uopste u teoremama
o egzistenciji za razne tipove jednacina. Imala je veliki znacaj u razvoju ne-
koliko grana matematike, narocito algebarske topologije. Brauerova teorema
ne vazi u beskona¢no dimenzionim prostorima. Prvu teoremu o nepokretnoj
tacki u beskona¢no dimenzionom Banahovom prostoru dokazao je Sauder ™
1930. godine. Sauderova teorema tvrdi da, ako je B kompaktan i konveksan
podskup Banahovog prostora X i f : B — B je neprekidna funkcija, onda
f ima nepokretnu tacku. Sauderova teorema ima primenu u teoriji aproksi-
macija, teoriji igara i drugim nau¢nim disciplinama, kao $to su inzenjerstvo,
ekonomija i teorija optimizacije. Uslov kompaktnosti nad skupom B je veoma
jak i u ve¢ini problema u analizi uslov kompaktnosti nije zadovoljen. Sauder

je dokazao teoremu u kojoj je taj uslov oslabljen i ona glasi:

Ako je B zatvoren, ogranicen i konveksan podskup Banahovog prostora X i

ako je f : B — B neprekidno preslikavangje, onda [ ima nepokretnu tacku.

Tihonov!® je 1935. godine uopstio prethodnu teoremu na lokalno konveksan
vektorsko-topoloski prostor. Metod sukcesivnih aproksimacija koji je uveo
Liuvil'® 1837. godine, a zatim razvio Pikar 1890. godine, kulminirao je 1922.
godine kada je poljski matematicar Stefan Banah dokazao teoremu da kon-
traktivno preslikavanje u kompletnom metrickom prostoru ima jedinstvenu

nepokretnu tacku. Njegova teorema se smatra jednim od fundamentalnih

0George David Birkhoff(1884-1944)

110liver Dimon Kelog (1878-1932)

12Nelson James Dunford (1906-1986)

13Jacob Theodore "Jack" Schwartz (1930-2009)
1 Juliusz Pawet Schauder (1899-1943)

15 Andrey Nikolayevich Tikhonov (1906-1993)

16 Joseph Liouville (1809-1882)



1. Uvod

principa funkcionalne analize. Banahov princip kontrakcije daje egzistenciju,
jedinstvenost i niz sukcesivnih aproksimacija koji vodi ka reSenju problema,
Sto je omogucilo raznovrsne primene, naro¢ito u numerickoj matematici i di-

ferencijalnim jednacinama. Poznata su mnoga uopstenja Banahove teoreme.

Od famozne 1922. godine brojni matematicari su se zainteresovali za Ba-
nahovu teoremu generalizujuéi je u nekoliko pravaca. Neki od njih su "izobli-
¢ili” aksiome metrickog prostora, dok su drugi "izoblicili” uslov kontrakcije.

Pomenute generalizacije date su u radovima [7]-[92].

Poznato je da je Banahov princip kontrakcije jedan od najvaznih i naja-
traktivnijih rezultata u nelinearnoj analizi i u matematickoj analizi uopste.
Osim toga, celokupno proucavanje ovog koncepta igra klju¢nu ulogu u ra-
zli¢itim disciplinama, uklju¢ujué¢i geometriju, diferencijalne jednacine, infor-
matiku, fiziku, ekonomiju, inZenjerstvo i mnoge druge oblasti. Nakon Sto se
obezbedi postojanje reSenja, primenjene su numericke metode za pronalaze-
nje aproksimativnog resenja. Nepokretna tacka funkcije u velikoj meri zavisi
od razmatranih prostora koji su definisani pomocu intuitivnih aksioma. Neke
specijalne vrste generalizovanih metric¢kih prostora su parcijalni metricki pro-
stori, b-metricki prostori, parcijalni b-metri¢ki prostori, proSireni b-metricki
prostori, G-metri¢ki prostori, Gy-metricki prostori, S-metri¢ki prostori, Sp-
metric¢ki prostori, konusni metric¢ki prostori, konusni b-metricki prostori, fazi
metricki prostori, fazi b-metricki prostori, metricki prostori verovatnoca i ta-
ko dalje. ViSe detalja o tipovima generalizovanih metrickih prostora bice dato
u narednom potpoglavlju i u radovima [3|- [23]. Treba ista¢i da razli¢iti me-
tricki prostori daju razli¢ite tipove rezultata nepokretne tacke, koje su date

kroz razli¢ite teoreme u literaturi.

Mnogi autori generalizuju Banahov princip kontrakcije u nekoliko pravaca

7



1. Uvod

(videti [23], [57], [3], [10]), kao i u pravcu konusnih metrickih prostora nad

Banahovim prostorom |8].

Jedna od centralnih oblasti proucavanja u nelinearnoj analizi je teorija
nepokretne tacke. Razlog za to je ¢injenica da u mnogim problemima iz
svakodnevnog zivota nepokretna tacka predstavlja osnovni matematicki alat
za obezbedivanje postojanja i jedinstvenosti resenja problema. Kao posledica
upravo navedene c¢injenice teorija nepokretne tacke se javlja kao suStinska

oblast proucavanja u primenjenoj i ¢istoj matematici.

Nepokretna tacka predstavlja osnovni pojam teorije nepokretne tacke.

Problem nepokretne tacke moze se formulisati na slede¢i nacin:

Neka je dat skup X ineka su A; i As neprazni skupovi u X, tako da je i njihov
presek takode neprazan skup. Tacka x € A; preslikavanja f : Ay — Ay za
koju je f(x) = x naziva se nepokretna ili fiksna tacka. Skup svih nepokretnih

tacaka preslikavanja f oznacava se sa Fixf, Fiz(f), F(f) ili Fy.

Teorija nepokretne tacke se moze podeliti na tri oblasti:

1. Topoloska teorija nepokretne tacke,
2. Metricka teorija nepokretne tacke i
3. Diskretna (skupovno teorijska) teorija nepokretne tacke.
Navedene tri oblasti odredene su slede¢im fundamentalnim teoremama: Bra-

uerova, Banahova i Teorema Tarskog!” respektivno, koje ¢emo u nastavku

formulisati.

17 Alfred Tarski (1901-1983)



1. Uvod

Teorema 1.1. (Brauer) Neka je K[0,1] C R™ zatvorena jedini¢na kugla.

Svako neprekidno preslikavanje f : K[0,1] — K]0, 1] ima fiksnu tacku.

Teorema 1.2. (Banah [19]) (Banahov princip kontrakcije) Neka je (X, d)
kompletan metricki prostor i f : X — X kontrakcija. Tada preslikavanje f

ima samo jednu nepokretnu tacku.

Teorema 1.3. (Tarski 1955) Neka je (L, <) kompletna mreza (parcijalno
ureden skup ¢iji svaki podskup ima supremum i infimum). Pretpostavimo
da je funkcija f : L — L strogo rastuca, tj. za svako z,y € L sledi da je
f(z) < f(y). Tada je skup svih nepokretnih ta¢aka funkcije f kompletna

mreza u odnosu na <.

Oblast istrazivanja ove doktorske disertacije bic¢e generalizacija Banahove
teoreme o nepokretnoj tacki koju ¢emo dokazati u tre¢cem poglalvju. Banahov
princip kontrakcije se moze na¢i u mnogim knjigama i monografijama, pa ¢ak
i u osnovnom udzbeniku matematicke analize, topologije, i funkcionalne ana-
lize. Ovaj princip je verovatno najcesce citiran u svim poznatim teoremama
o nepokretnoj tacki. Uprkos svojoj jednostavnosti, pokazalo se da je veoma

mocan i koristan alat u matematici.

Banahova teorema o nepokretnoj tacki (takode poznata kao teorema o
kontrakcionom preslikavanju ili princip kontrakcionog preslikavanja) pred-
stavlja vazan alat u teoriji metrickih prostora. Ona garantuje postojanje i
jedinstvenost nepokretne tacke odredenog preslikavanja iz nekog metrickog
prostora u samog sebe, i daje konstruktivni metod za pronalazenje te nepo-
kretne tacke. Taj metod se naziva Pikarov iterativni metod (ili metod sukce-
sivnih aproksimacija), a sastoji se u tome da se polazeéi od proizvoljne tacke
xo € X (nulte aproksimacije) formira niz z,, = f(z,-1), n=0,1,2,..., koji

konvergira ka nepokretnoj tacki x.



1. Uvod

Imaju¢i u vidu da je nas rad usmeren na metricku teoriju nepokretne
tacke, u nastavku ¢emo ukratko izloziti osnovne pojmove u vezi sa metrickim

prostorima.

1.2 Metricki prostori

Na samom pocetku, definisacemo topoloske prostore, otvoren i zatvoren

skup kao, i okolinu proizvoljne tacke i naveséemo neke vazne teoreme.
Definicija 1.1. Neka je X # () i T neka familija podskupova skupa X sa
slede¢im osobinama:

(T3) Ako je za sve i € I (I proizvoljan skup) A; € T tada je

iel

(T3) Ako su Ay, As, ..., A, € T (n je proizvoljan prirodan broj) tada je

ﬁAieT.

=1

Tada je uredeni par (X, T) topoloski prostor, a elementi familije 7 su otvoreni

skupovi. Za familiju 7 kazemo da je topologija na prostoru X.

Definicija 1.2. Neka je (X,7) topoloski prostor. Skup U C X je okolina
tacke x € X ako postoji otvoren skup O € T tako da je x € O C U.

10



1. Uvod

Teorema 1.4. Neka je (X, T) topoloski prostor. Skup O C X je otvoren ako

i samo ako je O okolina svake svoje tacke.

Definicija 1.3. Neka je (X, 7) topoloski prostor. Ako je Z C X komplement

otvorenog skupa O C X, kazemo da je skup Z zatvoren.

Dakle, skup Z je zatvoren ako i samo ako je skup C'Z otvoren, gde je C'Z

oznaka za komplement skupa Z.

Definicija 1.4. Neka je (X, T) topoloski prostor i A C X. Tada se za tacku

r € X kaze da je:

(a) tacka zatvaranja (adherentna tacka) skupa A ako za svaku okolinu U >
x vazi da je UN A # (). Skup svih tacaka zatvaranja skupa A nazivamo

zatvarange (adherencija) skupa A i oznacavamo sa A ili CI(A).

(b) tacka magomilavanja skupa A ako za svaku okolinu U > x vazi da je
UN(A\ {x}) # 0. Skup svih tacaka nagomilavanja skupa A zovemo

. . . o« ’
izvodni skup i oznacavamo sa A .

(c) unutrasnja tacka skupa A ako postoji okolina U > z tako da vazi
x € U C A. Skup svih unutrasnjih tacaka skupa A zovemo unutrasnjost

(interior) skupa A i oznafavamo sa intA

(d) granicna (rubna) tacka skupa A ako za svaku okolini U > z vazi da
jeUNA#£DPiUN(X\ A) # 0. Skup svih grani¢nih tacaka skupa A

zovemo granica (rub) skupa A i oznacavamo sa 0A.

Primetimo da iz (a) i (d) sledi

0A=AN(X\ A).

11



1. Uvod

Teorema 1.5. (Teorema o zatvaranju) Za proizvoljan podskup A topoloskog

prostora vazi:

Z:ﬂ{FgX:AgF,Fjezatvoren}: ﬂ F.

ACF, F zat
Za podskup A topoloskog prostora X vazi:

(a) A je zatvoren skup.

(b) A je najmanji (u smislu inkluzije) zatvoren skup koji sadrzi A, tj. za

svaki zatvoren skup F O A vazi A C F.
(c) A je zatvoren ako i samo ako je A = A.
(d) Uvek vazi da je A C A.
Teorema 1.6. (Teorema o unutrasnjosti ) Za podskup A topoloskog prostora

vazi:

intA = U{U CX:UCA, Ujeotvoren} = U U .
UCA, U otv

Za proizvoljne podskupove A i B topoloskog prostora X vazi:

(a) intA je otvoren skup.
(b) Uvek vazi da je intA C A .

(c) intA je najveéi (u smislu inkluzije) otvoren podskup skupa A tj. za

svaki otvoreni skup U C A, vazi U C intA.
(d) A je otvoren ako i samo ako je A = intA.

12



1. Uvod

(e) int(intA) = intA.
(f) Iz A C B sledi intA C intB (monotonost).

Definicija 1.5. Neka je (X,7T) topoloski prostor i B C 7. Kazemo da je

familija B baza topologije T ako vazi sledeéi uslov:

(YO e T)3{B;:ie I} cB)(O=|]B)

icl
Dakle, ako je B baza topologije T, svaki otvoren skup O € T je unija nekih

elemenata B;, (i € I), familije B.

Lako je pokazati da je B C T baza topologije T ako za svako x € X i
svaku okolinu V' tacke x postoji B € B takodajex € BCV.

Vaznu klasu topoloskih prostora ¢ine metricki prostori, ¢ija najvaznija

svojstva navodimo u nastavku.

Definicija 1.6. Neka je X neprazan skup. Funkcija d : X x X — R naziva

se metrika (rastojanje) na skupu X ako zadovoljava sledece uslove:

(ii) d(z,y) =0 ako i samo ako je z =y,
(ili) d(x,y) = d(y,x) za svako z,y € X (simetrija),

(iv) d(z,y) < d(z,z2) +d(z,y) za svako x,y, z € X (nejednakost trougla).

Metricki prostor je par (X,d), gde se d naziva metrikom na skupu X.

13



1. Uvod

Primer 1.1. (R™,d) je metricki prostor, gde za x = (z1,%9,...,2,), Yy =

(1,92, ---,yn) € R™, rastojanje d,(z,y), p > 1, definiSemo na sledeéi nacin:

dy(,y) = (Zn: |z — yi|p> %.

i=1

Primer 1.2. Neka je C|, 4 skup neprekidnih realnih funkcija definisanih nad
intervalom [a,b] C R. Tada je (Cjqs),d) metricki prostor, gde f,g € Clay),

rastojanje d(f, g) definiSemo na sledeé¢i nacin
d(f.g) = maz|f(z) — g(z)|.
z€[a,b]
Definicija 1.7. Neka je (X, d) metric¢ki prostor, a € X i r > 0. Skupovi:
K(a,r)={z € X : d(z,a) < r},

Kla,r| ={z € X : d(z,a) < r},
S(a,r)={r € X :d(x,a) =1},

nazivaju se, respektivno otvorena kugla (lopta), zatvorena kugla (lopta) i sfera

u X sa centrom u a i polupre¢nikom 7.

Familija 7; podskupova O skupa X sa osobinom da za svako =z € O

postoji pozitivan broj r(z) tako da je
K(xz,r(x)) C O

naziva se topologija na X (topologija definisana metrikom d).

Definicija 1.8. U metri¢kom prostoru (X, d) kazemo da niz {z,},en (kori-

14



1. Uvod

sticemo i oznake (x,,) ili (z,)nen) u X konvergira ka z € X, §to ozna¢avamo

sa lim z, =z, ako je lim d(z,,z) =0, odnosno
n—-+o0o n—-+4o0o

lim z, =2 < lim d(z,,x)=0.

n—-+o0o n—-+o0o

Umesto oznake _1~_1H1 r, = x upotrebljava se i oznaka x,, — x, n — 4o00.
n—+-—00
Iz prethodno navedene relacije sledi da niz {z,},en konvergira ka x € X ako

za svako € > 0 postoji no(e) € N tako da je

x, € K(z,€), zasve n > ng(e),

gde je K(z,¢e) orvorena kugla sa centrom u tacki = polupre¢nika . Ako je
(X, T) proizvoljan topoloski prostor, kazemo da niz {z, }nen iz X konvergira
ka x € X ako za svaku okolinu U tacke = postoji ny € N tako da za sve

n > ny vazi x, € U.

Definicija 1.9. Funkcija f : X — Y, gde su X i Y metricki prostori je

neprekidna u tacki a € X ako vazi:

(Ve > 0)(30 > 0) d(z,a) <6 = d(f(z), f(a)) < e.

Funkcija f je neprekidna na celom prostoru X ako je neprekidna u svakoj

njegovoj tacki.

Definicija 1.10. Niz {x,},en metrickog prostora (X, d) je Kosijev ako za
svako € > 0 postoji ny € N tako da iz m,n > ng sledi d(z,,z,) < e.

Simbolicki, niz {z, }nen je Kosijev ako vazi:

(Ve > 0)(3ng € N)(Vm,n € N)(m,n > ng = d(xy,, x,) < €).

15



1. Uvod

Kao $to je poznato svaki konvergentan niz je Kosijev, a svaki KoSijev niz je
ograni¢en. Takode, ako Kogijev niz {x,},en ima konvergentan podniz, tada

je {x, }nen konvergentan niz.

Definicija 1.11. Ako u metrickom prostoru (X,d) za svaki Kosijev niz
{Zn}nen u X postoji liril x, = x, kazemo da je (X,d) kompletan metricki
n—-+00

prostor.

Primer 1.3. (R",d) je kompletan metri¢ki prostor, gde za elemente x,y €

Rn’ T = (Il,l'g, "‘71:71)7 Y= (y17y27 "'7y’ﬂ>

d(xay) = 1<?§;|xi - yz‘"

Primer 1.4. Prostor (> ogranic¢enih realnih ili kompleksnih nizova sa me-

trikom

d(v,y) = suglxi —uil, v =(z) €17, y=(ya) €17,
1€

je kompletan.

Primer 1.5. Vazan prostor kompletnog metri¢kog prostora je C,(X), gde je
Cy(X) skup svih ogranicenih i neprekidnih funkcija f : X — R. Metrika d u

Cp(X) je definisana na slede¢i nadin:

d(f,g9) = sup|f(z) — g(x)|, f,9 € Cp(X).

zeX

Teorema 1.7. Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i A C X zatvoren

skup. Tada je (A, d4) kompletan, gde je d4 indukovana metrika definisana sa
dA(l‘,y) - d(l‘,y), T,y € A.

16



1. Uvod

U teoriji realnih funkcija jedne realne promenljive dokazan je sledeci re-

zultat, poznat kao Hajne'®-Borelova'? teorema, tj.

Teorema 1.8. Ako je A zatvoren i ograni¢en podskup od R™ i {G;};cr otvo-
ren pokriva¢ skupa A tada postoji konac¢an skup {i, i, - ,ix} C I takav

da je {G; }*_, pokriva¢ od A.

Spomenimo ovde da je pojam kompaktnog skupa motivisan upravo na-

vedenom teoremom.

Definicija 1.12. Neka je (X,d) metricki prostor i A C X. Skup A je
kompaktan ako iz svake familije otvorenih skupova {O,}aen, za koju vazi

AC U Oq, moze da se izdvoji kona¢na familija skupova O,,, Oa,, ..., Oa,
a€A

tako da jeA C | ] O,,. Ako je A = X, kazemo da je (X, d) kompaktan metricki

=1
prostor.

Dalje ¢emo definisati normirani i Banahov prostor.

Definicija 1.13. Neka je K polje realnih brojeva R, ili polje kompleksnih
brojeva C, a X vektorski prostor nad K. Funkcija © — ||z|| koja preslikava

vektorski prostor X u R naziva se norma na X ako zadovoljava sledece uslove:
1. ||z|| > 0 za svako x € X,
2. ||z|] = 0 ako i samo ako je z = 0,
3. || z|| = |A|||z]|, za svako A € K i svako z € X,
4. ||z +yl| < ||z]| + ||y|| za svako x,y € X (aksioma trougla).

18Hajnrih Eduard Hajne (1821-1881)
9Feliks Eduar Zisten Emil Borel (1871-1956)
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1. Uvod

Definicija 1.14. Neka je X normiran prostor i d : X x X — R funkcija

definisana na sledeé¢i nac¢in
d($7y) = ||I - y||’ \Vlfay €X.

Uredeni par (X, d) je metricki prostor, a za funkciju d se kaze da je metrika

definisana normom ili da je prirodna metrika na normiranom prostoru X.

Kako je normiran prostor (X, || -||) ujedno i metri¢ki prostor (X,d), to
se svi pojmovi i stavovi za metricke prostore na prirodan nacin prenose i na
normirane prostore. Na primer, niz {z, }nen u (X, || -||) konvergira ka x € X

ako niz {z, }nen konvergira u (X, d), tj. ako vazi:
d(x,,x) = ||z, —z|| = 0, n = 4o0.
Definicija 1.15. Normiran prostor X je Banahov ako je (X,d) kompletan

metric¢ki prostor, gde je d metrika definisana normom.

Primer 1.6. U R” su norme || - ||, (p > 1) 1| ||e definisane sa:

n 1

p

lell, = (2 jm-rp) ,
=1

12]leo = max i,

gde je x = (x1,29,...,2,) € R". Prostor R" sa prethodno definisanim nor-

mama je Banahov prostor.

Primer 1.7. Neka je (> vektorski prostor ogranicenih nizova {x,},eny u R

ili C sa operacijama sabiranja i mnozenja koje su definisane na slede¢i nacin:

18



1. Uvod

Ako je z = {xn}nENa Y= {yn}neN €el>¥iacFe {R,C} tada je
T+ Yy = {xn + yn}nGN S 6007 ar = {Oﬂ;n}neN e r=.
U prostoru ¢ definisana je norma

[{Zn}nen||e= = sup|z,|.
neN

Prostor ¢*° sa prethodno definisanom normom je takode Banahov prostor.

Primer 1.8. Prostor Cf, neprekidnih realnih funkcija nad intervalom [a, b]

je Banahov prostor ako je norma u Cj, definisana na slede¢i nacin:

||f||C[a’b] - xnel[%}g]|f(x>|v f € C[a,b]'

Svaki kon¢no-dimenzionalni potprostor ¥ normiranog prostora X je kom-
pletan tj. Banahov. Specijalno, svaki konac¢no-dimenzionalan normiran pro-
stor je kompletan. Svaki kona¢no-dimenzionalan potprostor Y normiranog

prostora X je zatvoren u X.
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Glava 2

(Generalizovani metricki prostori

U ovoj glavi doktorske disertacije predstavljamo neka uopstenja metrickih
prostora, kao §to su: b-metric¢ki prostori, skoro b-metricki prostori, konusni
prostori, M-konusni metricki prostori koji predstavljaju generalizaciju M-
metrickog prostora i konusnog metrickog prostora nad Banahovom algebrom

i super metricki prostori i navodimo neka bitna svojstva koja za njih vaze.

2.1 b-metricki prostori

Francuski matematic¢ar Frese?? pokrenuo je proucavanje metric¢kih prosto-
ra u svom radu 1906. godine [36]. Razli¢ite generalizacije meteickih prostora
date su u [58] i [67]. U [58] Puro Kurepa?' uveo je tzv. pseudodistancijalne
prostore uzimajué¢i za razmake izmedju tacaka ne realne brojeve, ve¢ elemen-

te nekog uredjenog skupa sa najmanjim elementom. Kasnije su u [20] uvedeni

20René¢ Maurice Fréchet (1878-1973)
21Puro Kurepa 1907-1993
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2. Generalizovani metric¢ki prostori

b-metricki prostori i data preslikavanja koja predstavljaju generalizaciju Ba-
nahovog principa kontrakcije. Nedugo zatim u |25], 1993. godine, proSiren je
koncept b-metrickih prostora, a zatim je uveden pojam parcijalne b-metrike
u [91] 2014. godine. Koncept parcijalnih metri¢kih prostora uveden je 1994.
godine [66], kao generalizacija standardnih metri¢kih prostora u kojima je
zamenjen uslov d (z,z) = 0 uslovom d(x,z) < d(x,y), za sve z,y iz tog

prostora.

Definicija 2.1. (|20], [25]) b-metrika na nepraznom skupu X je funkcija
b: X x X — [0,+00) koja za svako x,y,z € X i s > 1, zadovoljava sledece

uslove:
(b1) b(z,y) = 0 ako i samo ako je = = y;
(b2) b(z,y) =b(y,z);
(b3) b(z,2) < s(b(x,y) +b(y,2)).

Par (X, b) se naziva b-metricki prostor sa koeficijentom s.

Za s = 1 b-metricki prostor je upravo metricki prostor, tako da su me-
tricki prostori zapravo podprostori b-metrickih prostora . Medutim, postoje

b-metricki prostori koji nisu metricki.

Primer 2.1. ([80]) Neka je

X — {x17x27$3al’4}

id:X?—[0,+00) funkcija definisana na slede¢i nadin:



2. Generalizovani metric¢ki prostori

d(z;, ;) = d(xj, @), zat,j =1,2,3,4id(x;,x;) =0, zai =1,2,3,4.

Onda je

d(z;, x;) < Z[d(x;, op) + d(xg, )], zat, 5,k =1,2,3,4,

N |+

paza s = % > 1 ocigledno ne vazi aksioma trougla u definiciji metrickog

prostora, tj. d nije metrika na skupu X, ali je b-metrika na istom.

Definicija 2.2. Neka je (X, d) b-metricki prostor. Za niz {x, },en u X kaze-

mo da je:

(a) Konvergentan: ako i samo ako postoji z € X tako da je lirf d(xp,x) =
n—-+00

0. U tom slucaju piSemo lim z, = x.
n—-+00

(b) Kogijev: ako i samo ako je lirr}r d(xp, xm) = 0.
m,n——+00

U b-metrickom prostoru (X, d) vaze slede¢a tvrdenja:

(a) Konvergentan niz ima jedinstvenu grani¢nu vrednost;

(b) Svaki konvergentan niz je Kosijev;

(c) U opstem sluc¢aju b metrika nije neprekidna funkcija;

(d) U opstem sluc¢aju b-metrika ne indukuje topologiju na X;

(e) b-metricki prostor (X, d) je b-kompletan ako je svaki b-Kosijev niz u

X konvergentan u X.

Sada ¢emo navesti nekoliko definicija i lema koje su od sustinskog znacaja

za dokaze teorema o nepokretnoj tacki u okviru b-metrickih prostora.
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2. Generalizovani metric¢ki prostori

Lema 2.1. [4] Neka je (X,d) b-metricki prostor sa koeficijentom s > 1 i

{Zn}pen niz uw X tako da je lim d(xy,2n41) = 0. Ako {x,}, .y nije b-

n—-+o0o

Kosijev niz, tada postoji € > 0 i dva niza pozitivnih celih brojeva {n}, .y 1

{mi}ren tako da sledeca cetiri niza

{d (mmmxnk)} 7{d (xmk7xnk+1)} ) (2'1)

{d (xkarl?xnk)} ) {d (xkarlaxnkJrl)} (2'2)

postoje, pri cemu zadovoljavaju sledece nejednakosti:

e <lim inf d(zp,, 2z, ) <lm sup d(zn,,,z,,) <es,
k=00 k—+oo

<lim inf d(zp,,Tn1) <Hm sup d (@, Te, 1) < 5%

e .. .
- <lim inf d(Tpps1,2n,) <lm sup d(Tm11, Tn,) < €57,
S k—+o00 k—+o0

9

. . . 3
) S lim inf d(xmk+17 xnk+1) S lim sup d(xmk+17 xnk+1) S ES.
S k=00 k—+o00

Posledica 2.1. Ako u prethodnoj lemi uzmemo da je s = 1, dobijamo da svi

nizovi w (2.1) i (2.2) teze et kada k — +o0.

Lema 2.2. [4] Neka je (X, d) metricki prostor i {x,}neny niz u X tako da
d(xp, xpe1) — 0, kada n — 400. Ako {2, }nen nije Kosijev niz u X, tada
postoji € > 0 i dva niza {ny}ren 1 {mg }ren pozitivnih celih brojeva, tako da

je ng > my > k pri ¢emu nizovi
{d(zmm $nk)}7 {d(%nk? 'Ink"l‘l)}? {d(xmk—lv xnk)}>

{d(zmk—lv :Bnk)}v {d<xmk7 ':Bnk'f‘l)}
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2. Generalizovani metric¢ki prostori

teze ka T, kada k — +o0.

Lema 2.3. [4] Neka je (X,d) b-metricki prostor sa koeficijentom s > 1.

Pretpostavimo da su {xy}, oy @ {Un},en b-Fonvergentni sa granicama x iy

neN

redom. Tada imamo

1 o .
Zd(@y) <lim inf d(,,yn) <lim sup d(zn,yn) < s°d(2,y).

n—r+00 n—-+o00

U slucaju da je x = vy, imamo liril d(zp,yn) = 0. Stavie, za svako z € X
n—-+0o0

1mamo

1
—d(z,z) <lim inf d(z,,2) <lim sup d(z,,z2) <sd(z,z).
s

n—r+00 n—r—+o00
Lema 2.4. [52] Neka je {2, }nen niz u b-metrickom prostoru (X, d) sa para-
metrom s > 1, tako da je
d(zp, Tpi1) < M (Tp_1,z,) n=1,2,3...,
zaneko X € [0,1). Tada je {z, }nen b-Kosijev niz. Ako je (X, d) b-kompletan,
tada x, — u (n — +00), v € X i imamo procenu

2N
1—As

d(xp,u) < d(zy,z0) (n=1,2,3,...)

Sada navodimo mnogo suptilniji i pogodniji rezultat u odnosu na pret-

hodne leme.

Lema 2.5. [4] Neka je {zn},, oy niz u b-metrickom prostoru (X,d) sa s > 1,
tako da je

d (I’n7 .Tn+1) S Md («rn—lv ZL'n) )
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2. Generalizovani metric¢ki prostori

za neko p € [0,1) i za svako n € N. Tada je {x,} b-Kosijev niz u (X,d).

U b-metrickom prostoru (X, d) mozemo uvesti topologiju ako definisemo

zatvorene skupove.

Definicija 2.3. [21] Neka je (X,d) b-metricki prostor. Ako je Y neprazan
podskup od X, onda se adherencija Y skupa Y definige sa

Y = {z € X : postoji niz {7, }pen u Y tako da z, — z, n — +oc}.
Definicija 2.4. [21] Neka je (X, d) b-metricki prostor. Skup Y C X (Y # ()
je zatvoren ako i samo ako je Y =Y.

Definicija 2.5. [21| Neka su (X,d) i (X’,d’) dva b-metricka prostora onda
je funkcija f : X — X’ b-neprekdina u tacki x € X ako je f b-nizovno

neprekidna u tacki z, tj. ako vazi:
Ty, = (n— 400) = f(z,) = f(z) (n = 400).

Definicija 2.6. Neka je (X, d) b-metricki prostor. A C X je b-kompaktan
skup ako i samo ako svaki niz {x,},en u A ima b-konvergentan podniz
{n, }ren tako da

T, — T, k— 400, €A
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2. Generalizovani metric¢ki prostori

2.2 Skoro b-metricki prostori

Generalizacija skoro metrickih prostora (eng. metric like spaces), b-metrickih
prostora i parcijalnih metrickih prostora dovodi do koncepta skoro b-metrickih
prostora (eng. b-metric like spaces) koji je nedavno uveden (videti [9]). Ra-
zlika izmedu metrickih prostora i skoro metrickih prostora je u tome sto kod
metrickih prostora vazi da je d(x,y) = 0 ako i samo ako je z = y, dok kod
skoro metri¢kih prostora vazi samo implikacija u desno, tj. ako je d(x,y) = 0,
tada je x = y. Definiciju parcijalnih metrickih prostora prikaza¢emo u slede-
¢em potpoglavlju. Topoloska struktura skoro b-metri¢kih prostora istazivana
je u [48], gde su i dokazane neke teoreme o nepokretnoj tacki u skoro b-
metrickim prostorima. Za detaljnije proucavanje preporucujemo neke druge

radove, kao §to su [39], |40].

Definicija 2.7. ([9]) Skoro b-metrika na nepraznom skupu X je funkcija
b: X x X —[0,+00)

koja za proizvoljne x,y,z € X i s > 1, zadovoljava sledece uslove:
(b1) Ako je b(z,y) =0, tada je z = y;
(b2) b(z,y) = b(y,2);
(b3) b(z,2) <s(b(x,y)+b(y,2)).

Par (X, b) se naziva skoro b-metricki prostor.

Navodimo sada neke bitne osobine koje vaze u ovim prostorima.
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2. Generalizovani metric¢ki prostori

Svaka skoro b-metrika generiSe topologiju 7, na X koja za bazu ima fami-

liju otvorenih b-lopti datih sa

By(z,e) ={y € X : |b(z,y) — b(y,y)| < e},

za svako r € X i > 0.
Definicija 2.8. [9] Niz {z,, },en u skoro b-metrickom prostoru (X, b) konver-
gira ka tacki x € X ako i samo ako vazi

b(x,z) = lim b(z,x,).

n—-+o0o

Definicija 2.9. 9] Niz {x,, }nen u skoro b-metrickom prostoru (X, b) se naziva

Kogijev niz ako postoji  lim  b(z,,, z,) i konacan je.
m,n—-+0oo

Definicija 2.10. |9] Za skoro b-metricki prostor (X,b) kazemo da je b-
kompletan ako svaki Kosijev niz {x,},en € X konvergira ka tacki z € X

tako da je

nl_l)gloo b(x,x,) = nl_lgl‘rloo b(x,z) = m}bl—I}}i-oo b(xpm, ).

Definicija 2.11. [9] Neka je (X, b) skoro b-metricki prostor. Za preslikavanje
T : X — X kaze se da je neprekidno u tacki x € X ako za svako ¢ > 0

postoji 6 > 0, tako da je

T(Bb(l', (5)) g Bb(TLB, 5).

Kazemo da je preslikavanje 1" neprekidno na celom skupu X ako je T nepre-
kidno u svakoj tacki x € X.

Lema 2.6. [9] Neka je (X, b) skoro b-metricki prostor sa koeficijentom s > 1.
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Neka je {x, }nen niz u (X, b) tako da je
b<xn7 xn—l—l) S ab(xn—h xn)7
za neko a, 0 < a < %, i svako n =1,2,... Tada je

mvrlbgr}roob(xm, x,) = 0.

2.3 Konusni metricki prostori nad Banahovom

algebrom

Matthews je 1994. godine uveo pojam parcijalnog metrickog prostora (vi-
deti [66]). U ovom prostoru, uobifajna metrika je zamenjena parcijalnom
metrikom sa jedinstvenim svojstvom da samoudaljenost bilo koje tacke pro-
stora ne mora biti jednaka nula. Huang i Zhang, |46], su 2007. godine uveli
koncept konusnih metrickih prostora kao generalizaciju metrickih prostora.
Takode su dokazali Banahov princip kontrakcije u postavljanju konusnih me-
trickih prostora nad normalnim konusom. Da bi generalizovali, Rezapour i
Hamlbarani, [84], izostavili su pretpostavku normalnosti konusa datu u [46]
i predstavili nekoliko primera koji potkrepljuju postojanje konusa koji nisu
normalni, $to pokazuje da su rezultati u postavljanju konusnih metrickih pro-
stora prikladni samo ako konus u osnovi nije nuzno normalan. Nakon toga su
Liu i Xu, [63], 2013. godine uveli pojam konusnog metic¢kog prostora nad Ba-
nahovom algebrom zamenjuju¢i Banahov prostor E, Banahovom algebrom
A, Sto jasno ukazuje da postojanje nepokretnih tacaka za preslikavanja u

konusnim metrickim prostorima nad Banahovom algebrom nisu ekvivalent-
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ni sa metrickim prostorima. gtaviée, dali su neke primere da razjasne svoje
rezultate. Mnogi autori su svoju paznju posvetili generalizaciji konusnih me-
trickih prostora (videti [34], [35]). U 2014. godini Asadi, [12], uveo je koncept
M-metrickog prostora koji je generalizacija parcijalnog metrickog prostora i

uspostavio neke rezultate nepokretne tacke za generalizovanu kontrakciju.

Sada ¢emo definisati neke osnovne pojmove u vezi sa Banahovom alge-

brom i konusnim metrickim prostorima.

Neka A uvek oznacava realnu Banahovu algebru.

Definicija 2.12. Banahova algebra A je realan Banahov prostor u kome je

definisana operacija mnozenja, sa slede¢im osobinama (za sve u,v,v € A, a €

R)

(hv)v = p(vv),

p(v+v) =pv+poi(p+vjv = pw +vo,
a(pw) = (ap)y = plav),

[ |1 (I 1

=W o

Pretpostavi¢éemo da Banahova algebra ima jedinicu (tj. neutralni element)

e, odnosno da vazi

epr = pie = [

za svako pu € A. Za element u € A se kaze da je invertibilan ako postoji

inverzni element v € A tako da je

Qv =vu = e.

Inverz od p je oznacen sa p~'. Za vise detalja, upucuejemo €Eitaoca na [88].
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Propozicija 2.1. [88] Neka je A Banahova algebra sa jedinicom e i u € A.
Ako je spektralni polupre¢nik p(u) manji od 1, tj.

: it nit
p(p) = lim ||p"|[» =inf [|p"|" <1.
n—-+o0o

tada je element e — p invertibilan, odnosno

+oo
(e—m™=> u
i=0

Napomena 2.1. [88] Spektralni polupre¢nik p(u) zadovoljava p(p) < |||

za svako p € A, gde je A Banahova algebra sa jedinicom e.

Napomena 2.2. [96]. Ako u propoziciji 2.1 uslov p(u) < 1 zamenimo sa

uslovom ||u|| < 1, onda zakljucak ostaje isti.

Napomena 2.3. |96] Ako je p(u) < 1, tada je

lim ||| = 0.

n—-+o0o

Sada ¢emo se podsetiti koncepta konusa nad Banahovom algebrom.

Definicija 2.13. Podskup P od A naziva se konus ako vazi sledece:

P je neprazan, zatvoren i {0,e} C P;

aP + P C P za sve nenegativne realne brojeve «, 3;
P?=PPcC P;

Pn(=p)={0},

= W o=

gde 0 oznacava nulu Banahove algebre A.

Za dati konus P C A definiS§emo parcijalno uredenje < na P sa
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i = v akoisamo ako v — u € P.

Relacija pu < v ¢e vaziti za u < v i u # v, dok ¢e p < v vaziti za
v— € Int P,

gde Int P oznacava unutrasnjost skupa P. Ako je Int P # (), tada se P naziva

curst konus.

Za konus P kaze se da je normalan ako postoji M > 0 tako da za svako
i, v € A za koje je

0 <pu=v,

vazi

lpll<M v

Najmanji pozitivan broj M koji zadovoljava gore navedenu nejednakost na-

ziva se normalna konstanta od P (|46]).

Pre nego definiSemo konusnu metriku nad Banahovom algebrom A, de-
finisa¢emo je najpre nad Banahovim prostorom, kojeg ¢emo oznacavati sa
E, i shodno tome parcijalno uredenje < u prostoru E. Takode navesé¢emo

nekoliko primera i bitnih svojstava.

Definicija 2.14. |64]| Neka je X neprazan skup. Pretpostavimo da preslika-
vanje

d: X x X — FE zadovoljava:

(1) 6 <d(x,y) za svako z,y € X i d(x,y) = 6 ako i samo ako = =y,
x,y) = d(y,x) za svako x,y € X,
y) 2d

)

—
w

~—
U

—~

(x,2) +d(z,y) za svako z,y,z € X.
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Tada se d naziva konusna metrika na X, a (X, d) se naziva konusni metricki

prostor.

Primer 2.2. [64] Neka je E=R* P={(z,y) e E: x>0,y >0}, X =R
id: X?— FE definisano pomocu d(x,y) = (| — y|,alr —y|), gde je a > 0

konstanta. Onda je (X, d) konusni metri¢ki prostor.

Primer 2.3. [83] Neka je X # 0, E=Ri P ={x € R: z > 0}. Tada je

konusni metri¢ki prostor (X, d) obi¢ni meticki prostor.

Primer 2.4. Neka je F =cyp, P={x =&, €c¢o: & >0, v=12,...}
i {ay, }yen fiksiran pozitivan nula-niz, tj. «, > 0, a,, = 0 (v — 400). Ne-
ka je (X, p) metricki prostor i d : X? — R definisano pomocu d(z,y) =
{awp(z,y)},en. Onda je (X, d) konusni metricki prostor.

Prethodni primer pokazuje da je kategorija konusnih metrickih prostora

veca od kategorije obi¢nih metrickih prostora.

Definicija 2.15. [64] Neka je (X,d) konusni metricki prostor, x € X i
{z }nen niz u X. Tada:

1. {2y }nen konvergira ka x ako i samo ako za svako ¢ > 0 postoji ng € N
tako da vazi

n>ng = d(r, ) < c.

Ovo oznacavamo sa lim z, =z ili z, = = (n — +00).
n—r—+oo

2. {zp}nen je Kodijev niz ako i samo ako za svako ¢ > 0 postoji ng € N
tako da vazi

m>n>ng= dzm,,r,) < c.
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3. (X, d) je kompletan konusni metricki prostor ako je svaki Kosijev niz u

njemu konvergentan.

Lema 2.7. [64] Neka je (X, d) konusni metricki prostor i {x, },en niz u X.

Tada vazi:

d(xp,x) >0 (n— +o0)u E = z, — z (n — +o00) u (X,d).

Prethodno navedeno vazi ukoliko je konus P ¢vrst. S druge strane ako je

konus P normalan onda imamo obrnutu implikaciju t;.

Ty, =z (n— 4o00)u (X,d) = d(z,,x) =60 (n— +o0)u E.

Lema 2.8. Neka je {z,},eny niz u konusnom metrickom prostoru (X, d).
Tada

Tp = TNYp =Y = T=1.

Lema 2.9. [64] Neka je (X, d) konusni metricki prostor i {x, },en niz u X.

Tada vazi:

d(Tpm, xn) — 0 (Mmyn — +00) u B = {x,}nen je Kosijev u (X, d).

Prethodno navedeno vazi ukoliko je konus P ¢vrst. Ako je konus P normalan,

onda imamo obrnutu implikaciju t;.

{Zn}nen je Kosijev u (X,d) = d(xp,x,) — 60 (m,n — +00) u E.

Lema 2.10. Ako Kosijev niz {x, },en u konusnom metri¢kom prostoru (X, d)
ima konvergentan podniz {x,, }ren tako da x,, — = (kK — +00), tada z,, — x

(n — +00).
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U nastavku uvek pretpostavljamo da je A Banahova algebra sa jedinicom

e, P je ¢vrst konus u A i < je parcijalno uredenje na P.

Definicija 2.16. [63| Neka je X neprazan skup. Pretpostavimo da preslika-
vanje

d: X x X — A zadovoljava sledece uslove:

(1) 6 <d(p,v) zasve u,v e X id(u,v) =40 ako i samo ako u = v,
(2) d(p,v) =d(v,p) za sve p,v € X;
(3) d(u,v) = d(u,v)+d(v,v) zasve u,v,v € X.

Tada se d naziva konusna metrika na X, a (X, d) se naziva konusni metricki

prostor nad Banahovom algebrom A.

Definicija 2.17. |34| Parcijalna konusna metrika na nepraznom skupu X je
funkcija

p: X x X — A tako da za svako u,v,v € X, vaze sledeci uslovi:

(p1) p = v ako isamo ako p(u, p1) = p(p,v) = p(v,v),
(p2) P, 1) = P, v),

(ps) p(p,v) = p(v, p),

(Pa) p(p,v) 2 p(p,v) + p(v,v) = p(v,v).

Par (X, p) se naziva parcijalni konusni metricki prostor nad Banahovom al-
gebrom. Jasno je da, ako je p(z,y) = 0, tada iz uslova (p1) i (p2), sledi da je
= v. Ali, ako je u = v, tada p(u, v) ne mora biti jednako 6.

Definicija 2.18. [12| Neka je X neprazan skup. Funkcija m : X x X — R*

se naziva M -metrika ako su sledeci uslovi zadovoljeni:
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(i, ) = m(v,v) = m(p,v) ako i samo ako pu = v,

3

(m1)
(m2)
(m3) m(p,v) =m(v,pn),
(m4) <m(,u, v) — mw) < (m(u,v) — mw> + <m(v, v) — mm,).

3

Par (X, m) se naziva M-metricki prostor.

2.4 M-konusni metric¢ki prostori nad

Banahovom algebrom

U ovom potpoglavlju predstavljamo koncept AM-konusnih metrickih pro-
stora nad Banahovom algebrom sa odgovaraju¢im primerima i proucavamo

neka od svojstava za ove prostore koje ¢emo kasnije koristiti.

Neka je dat neprazan skup X i funkcija m : X x X — R* i neka je my,, =
min {m(p, 1), m(v,v)} i My, = max {m(u, 1), m(v,v)}.
Definicija 2.19. Neka je X neprazan skup. Funkcija m : X x X — A se

naziva M- konusna metrika ako su sledeci uslovi zadovoljeni:

my) mp, ) =m(v,v) = m(p,v) ako i samo ako p = v,
=

ma ml“’ m( 71/)

(m1)
(m2)
(ms) m(p,v) =m(v,p)
(my) (m(p, V) — mW> = (m(,u, v) — m,w> + (m(v, V) — mw,>.

Tada se par (X, m) naziva M -konusni metricki prostor nad Banahovom al-

gebrom.

Na osnovu Definicije 2.17 uslov (p;) menja se u (m;), a uslov (py) se
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izrazava sa p(u, ), gde p(v,v) = 0 moze postati p(v,v) # 6. Dati uslov

unapredujemo tako §to ga zamenjujemo slede¢im uslovom

min {p(u, 1), p(v,v) } = p(p,v).
Pored toga unapredujemo i uslov (p,) tako $to ga prosirujemo na oblik dat

sa (my).

Dakle, svaki parcijalni konusni metricki prostor nad Banahovom algebrom
je i M-konusni metricki prostor nad Banahovom algebrom, ali obrnuto ne

mora da vazi.

Napomena 2.4. Za sve u,v € X vazi

1. 0 =<M,, +myu =m(u,pn) +mv,v),
2. 0= My, —my, =] m(p,pn) +mv,v) |,
3. My, —myy =X (M, —myy) + (M, — my,).

Navodimo primer M-konusnog metri¢kog prostora koji nije parcijalni ko-

nusni metricki prostor nad Banahovom algebrom.

Primer 2.5. Neka je A = Cy[0,1] sa normom definisanom sa

=0 oo 411 Ml

sa uobi¢ajnim mnoZenjem, gde je A realna jedini¢na Banahova algebra sa

jedincom e = 1. Razmotrimo konus u A definisan na slede¢i nacin
P={ueA:u>0}

Stavise, P nije normalan konus ([96]). To sledi iz ¢injenice: Neka je k > 1,
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pr) =ziv(z)=a2?* Tadaje 0 <v <y, ||ul| =21 |v|| = 2k + 1. Kako je
k- ||u]| < ||v]| sledi k nije normalna konstanta za P. Prema tome, konus P

nije normalan konus.

Neka je X = [0, +00). Definisemo m : X x X — A sa

ptvy
m(uw)@)z( 5 )e,

za sve p,v € X. Tada:

(i) Osobine (my),(ms) i (mg3) iz Definicije 2.19 se lako dokazuju. Osobina

(mq) vazi jer je

m(p,v) = <M;—V>et:uet:uet = u=v,

pa vazi (mq).

Da bismo dokazali da vazi (mgy) razmotricemo dva slucaja:
1. Ako je my, = min{m(u, p), m(v,v)} = m(u, p) = pe', tada je
m(p, 1) = pe" 2 ve' =m(v,v),

pa je

My = (M;—V)et = m(% 7/).

2. Ako je my, = min{m(u, u), m(v,v)} = m(v,v) = ve', tada je

mlv,v) = ve' < pe* = m(u, ).
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pa je i u ovom slucaju

My = (M;—V)et = m(/% 1/).

Dakle, vazi i (mgy). Primetimo da m(u, ) < m(u,v) ne vaz za svako u i v,

jer je relacija

AtV
2

m(p, p) = pe’ < ( )et = m(u,v)

ta¢na samo ako je pu = v, odakle odmah vidimo da uslov (py) u definiciji

parcijalne konusne metrike nije ispunjen. U nastavku ¢emo dalje pisati

ptvy, [p+v
m(,u,l/)(t):< 5 )e-( 5 )

(i) Kako bismo dokazali osobinu (my), bez gubljenja op$tosti, pretpostavimo

da je p = v € X. Tada vazi
My = [
u+v V— U

m(/’L7U>_mHV: 2 _IL[/: 2

Neka je v € X tako da vazi:
Sluc¢aj 1: Ako je p < v < v, tada je

VR vov, v

(Mg, ) — M) + (m(v, ) — my,) =
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Slucaj 2: Ako je up < v < v, tada je

S
F
=
|
3
=
N
_I_
2
<
S
|
3
g
+
Y

Jasno, ako je p < v € X, tada

+ v
/L%MTKV,

tj.

My < m(p, v) < m(v,v).

Tada je m M-konusna metrika na X, ali nije parcijalna konusna metrika nad

Banahovom algebrom.
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2.4.1 Topologija na M-konusnom metrickom prostoru

nad Banahovom algebrom

Definicija 2.20. Neka je (X, m) M-konusni metri¢ki prostor nad Banaho-
vom algebrom. Tada je za u € X i ¢ > 6 m-otvorena lopta sa centrom u p i

poluprec¢nikom ¢ > 6 data sa
Bin(p,c) = {v e X :m(p,v) + m(v,v) — mu, —m(p, p) < c}.
Napomena 2.5. Primetimo da je za = p
m(p, 1) +m(p, p) — m(p, p) — my, =0,
tj. za svako ¢ > 0, u € By, (11, ¢). Pored toga, ako za neke u,v € X vazi
My, =m(v,v) 2 m(p,v) 2 m(p, p),
tada je

m(p, v) +m,v) = my, —m(p, p) = (m(p,v) = m(p, @) + (m,v) —my,) =

= m(p, v) —m(p, p) < 0.

Dakle, svaka m-otvorena lopta sa centrom u p sadrzi v.

Lema 2.11. Neka je (X, m) M-konusni metric¢ki prostor nad Banahovom

algebrom. Familija svih m-otvorenih lopti na X

B = {By(u,c):peMif<c}
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¢ini bazu na X.

Dokaz. Neka je za svako p € X i 0 < ¢, v € By, (i, c). Tada je
m(p,v) +m(v,v) —my, —m(u, 1) < c.
Uzmimo da je
d=c—m(p,v) —m(v,v) +my, +m(p,p) > 0. (4.1)

Tvrdimo da vazi

Bn(v,9) C By(p,c).

Ako je v € By, (v,6), tada je
m(v,v) + m(v,v) —my, —m(v,v) < 4. (4.2)

Otuda, po definiciji M-konusnog metrickog prostora nad Banahovom alge-

brom vazi

m(p, ) +m(v,v) = My, —mp, p) = (M(p,v) = my) +m(v,v) —m(u, @)
< ({1, v) = o+ v, 0) = ) + m(v,0) = mlp, )

= (m(p,v) + m(v,v) — mu, —m(p, p)) + (m(v,v) + m(v,v) = m,,

Iz (4.1) i (4.2) dobijamo

—m(v,v)).

m(p, v) +m(v,v) = My, — m(p, 1) < m(p,v) +m,v) —mu, —m(p, p) +6 = c.
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Dakle, pokazali smo da je

Bm(/“L7 5) g Bm(,u’7 C)a

Sto znaci da je B baza na X. [

Data je M-konusna metrika m na X. Sa 7, oznac¢avamo topologiju generisanu

m-otvorenim loptama
Bu(p,c) = {v € X :m(p,v) +m(v,v) —my, —m(p, @) < c}.

Lema 2.12. Neka je (X, m) M-konusni metric¢ki prostor nad Banahovom
algebrom. Tada za svako 6 < ¢, ¢ € F, postoji 6 > 0 tako da je c— pu € Int P
(tj. u < ¢), gde je P ¢vrst konus, kad god je | p||< 9, u € E.

Dokaz. Kako je 6 < ¢, to je ¢ € Int P. Dakle, pronadimo 6 > 0 tako da je
{peE:|p—cl<d} C IntP.

Ako je || p ||< 9, tada vazi
| (c—p) —cll=Il—pl=lrl<o,

odakle imamo (¢ — p) € Int P, tj. p < c. O

Lema 2.13. Neka je (X,m) M-konusni metric¢ki prostor nad Banahovm
algebrom. Tada za svako ¢; > 0 1ico > 0, c1,c0 € E, postoji ¢ > 0, c € E,
tako da je c < 11 ¢ <K co.

Dokaz. Neka je co > 6. Na osnovu Leme 2.12, odredimo ¢ > 0, tako da iz
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| p||< 0 sledi p < co. Izaberimo ng tako da vazi

1 4]
no e
. C1 .
Neka je ¢ = —. Tada je
o
‘@ e
lell = || —| = —— <9,
g g
odakle sledi ¢ < ¢y. Takode je jasno da je ¢ > 01 ¢ < ¢;. O

Teorema 2.1. Svaki M-konusni metricki prostor nad Banahovom algebrom

(X, m) je topoloski prostor.
Dokaz. Neka je za ¢ > 0

Bi(p,c) = {v e X :m(p,v) + m(v,v) — my, — m(u, p) < c}

B = {Bm(/'L7C) :M€X7C>>6}7

Tada je
Tm={UCX:VpueU IBeB, nec BCU},

zaista topologija na X. Naime:

(Tim, ): Ocigledno vazi da je 0 € 7,, 1 X € 7p,.

(Tmy): Nekasu U,V € 7, inekape UNV. TadapeUipe V.

Nadimo ¢; > 01 ¢y > 6 tako da je
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€ By(p,c1) CUip€ Bp(p,c2) CV.

Prema prethodnoj lemi, postoji ¢ > 6, tako da je ¢ < ¢; i ¢ < ¢3. Onda je

jasno da je
pw € By(p,c) C By(p,c1) N By(p,ce) CUNV.

Dakle, UNV € 7,,.

(Tms): Neka je U; € 7, za svako ¢ € I i neka je u € |J,; U;. Tada postoji
19 € I tako da p € U;,. Dakle, postoji ¢ > 6 tako da je

w € By(p,c) Uy, C UUi7

i€l
pa sledi da je i (J;c; Ui € Tin. ]

Definicija 2.21. Za topoloski prostor X kaze se da je Tj prostor i piSe se
X €T, ako za svake dve razlic¢ite tacke vazi da bar jedna od ovih tacaka ima

okolinu koja ne sadrzi drugu tacku, tj.
(Vz,y € X,z # y)((3 okolina U 3 z)y ¢ U ili (3 okolina V' 3 y)xz ¢ V))

Lema 2.14. Neka je (X, m) M-konusni metri¢ki prostor nad Banahovom
algebrom A i neka je P ¢vrst konus u A, gde je k € P proizvoljan vektor.
Tada je (X, m) Ty-prostor.

Dokaz. Neka je (X,m) M-konusni metri¢ki prostor nad Banahovom alge-
brom sa dva razli¢ita elementa p, v € X. Bez gubljenja na op$tosti, mozemo

razmotriti dva slucaja:
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2. Generalizovani metric¢ki prostori

Slu¢aj 1. Ako je m(u, u) = m(v,v), tadaiz (mq)i(ms)iiz pu # v, imamo

My = m(p, p) =m(v,v) < m(u,v).

Dakle,

m(p, v) +m(v,v) = my, —m(p, 1) = m(u,v) —m(p, p) = 0.

Stoga, ako je

c=m(u,v) —mlp, ),

tada v ¢ B,,(p, ).

Sluéaj 2. Ako je m(p, ) < m(v,v), tada iz (my) sledi

My 2 m(p,v),

ili

m(p, v) —myu, = 0.

Dakle,

(1, v) + m(v.v) = My —mps,p) = m(,v) —mi, p) = 6.

Stoga, ako je
¢ =m(v,v) —m(u, ),

tada v ¢ B, (i, ¢). O

Definicija 2.22. Neka je (X, m) M-konusni metri¢ki prostor nad Banaho-

vom algebrom i {u,} niz u X. Ako za svako ¢ € Int P postoji pozitivan ceo
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2. Generalizovani metric¢ki prostori

broj ngy tako da je m(fy,, p) < ¢+ my,, za svako n > ng, tada za niz {yu,}

kazemo da je konvergentan tj. da konvergira ka p.

Definicija 2.23. Neka je (X, m) M-konusni metri¢ki prostor nad Banaho-
vom algebrom. Niz {1, } u (X, m) se naziva 0-Kogijev niz ako za svako ¢ > 0,

postoji ng € N tako da je

m(/"L'V“/"Lm) - mllnﬂ'm << C
ili
Mﬂnﬂm - m,U«anm << C?

za sve n,m = ng.

Definicija 2.24. Nek je (X, m) M-konusni metric¢ki prostor nad Banahovom
algebrom. Tada je (X, m) 0-kompletan ako svaki #-Kosijev niz {u,} u X

konvergira tacki p € X, to jest

lim M,,, = lim m,, =m(p p) =->.

n—-+4o0o n—-+o00

Lema 2.15. Neka je (X, m) M-konusni metri¢ki prostor nad Banahovom
algebrom i {y,}, {v} nizovi u X. Pretpostavimo da pu,, - p € X i v, —

v € X, kada n — +o00. Tada

nl_lgloo (m(un, Vn) — m#nl’n) =m(p, V) — My,

Dokaz. Imamo
|(m(un, Up) — munyn) - (m(ﬂa v) — m,“,)‘ -

= (M, 1) = M) + (Mt vn) =) = (M v) = M) | =
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2. Generalizovani metric¢ki prostori

- |m(/1“n7 M) — Mypp + m(Vnu V) - munu| j

= ‘m(ﬂnuﬂ> - munu| + |m(Vn7 V) - m’/nl/’ .

Iz prethodne leme izvodimo slede¢u lemu:

Lema 2.16. Neka je (X, m) M-konusni metric¢ki prostor nad Banahovom
algebrom i {y,} niz u X. Pretpostavimo da p, — p € X, kada n — +oc.
Tada

Jim (m(un, v) - munu) = m(p, V) = My,

za svako v € X.

Lema 2.17. Neka je (X, m) M-konusni metri¢ki prostor nad Banahovom
algebrom i {yu,} niz u X. Pretpostavimo da u,, - p € X ip, - v € X,

kada n — +o00. Tada

m(p, v) = my,.

Stavise, ako m(u, 1) = m(v,v), tada je p = v.
Dokaz. 1z prethodne leme imamo

0= lim (m(un, fin) — munun) =m(u, V) = My

n—-+oo

]

Lema 2.18. Neka je {x,} niz u M-konusnom metrickom prostoru nad Ba-

nahovom algebrom (X, m). Tada

(1) lim m(u, ) =96,

n—-+o0o
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2. Generalizovani metric¢ki prostori

i lim m =0

( ) n,m Hn bm )
11l lim M, =0.

( ) n,m HnHm

2.5 Super-metricki prostori
Definicija 2.25. Neka je X neprazan skup. Funkcija m : X x X — [0, +00)
se naziva super-metrika ako vaze sledeé¢i uslovi:

(my) Za svako x,y € X za koje je m(x,y) = 0, sledi da je x =y,

(m2) m(z,4) = m(y, ), za svako 7,y € X,

(mg3) Postoji s > 1, tako da za svako y € X postoje dva razli¢ita niza

(xn), (yn) C X, gde m(zn,yn) — 0, kada n — +o00, tako da je

. o '
Jm supm(y,, y) < s lim supm(wn, y)

Trojka (X, m, s) se naziva super-metricki prostor.

Pojmovi konvergencije, KoSijevog niza i kompletnosti super-metrickog

prostora definisani su na slede¢i nacin:
Definicija 2.26. U super-metrickom prostoru (X, m,s) niz {z,}:

(a) konvergira ka tacki x € X ako i samo ako je

lim m(z,,z) =0,
n—+o00
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(b) naziva se Kogijev niz u X ako i samo ako

lim sup{m(z,,x,):p>n}=0.

n—-+o0o

U super-metrickom prostoru konvergentan niz ima jedinstvenu grani¢nu

vrednost.

Definicija 2.27. Super-metricki prostor (X,m,s) je kompletan ako i samo

ako je u njemu svaki Kosijev niz konvergentan.

Teorema 2.2. [53] Neka je (X, m, s) kompletan super-metricki prostor i neka
je dato preslikavanje 7' : X — X. Pretpostavimo da je 0 < a < 1 tako da
vazi

m(Tx, Ty) < am(z,y),
za svako x,y € X. Tada preslikavanje T ima jedinstvenu fiksnu tacku.

Teorema 2.3. [54] Neka je (X,m,s) kompletan super-metric¢ki prostor i

T : X — X preslikavanje, takvo da postoji k£ € [0,1) i vazi

m(Tx,Ty) < kmax {m(a:, Y), m(z, Tx)m(y, Ty) }

m(z,y) + 1

Tada preslikavanje T ima jedinstvenu fiksnu tacku.
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Glava 3

Nepokretna tacka 1 neka

preslikavanja

U ovoj poglavlju uvodimo oznake, osnovne pojmove i rezultate koje ¢emo
koristiti u ovoj doktorskoj disertaciji. Takode izu¢avamo c¢uvenu Banahovu
teoremu o nepokretnoj (fiksnoj) tacki, koja se ¢esto naziva Banahov princip
kontrakcije. Za ovaj princip iz 1922. godine vezuje se pocetak izucavanja te-
orije nepokretne tacke u metrickim prostorima. Pored klasi¢nog Banahovog
dokaza iz rada [19], izloZen je Palaisov dokaz iz rada [74], kao i primene po-
menute teoreme pri izuCavanju egzistencije reSenja jednacina. Razmatraju se
obi¢ne jednacine, sistem od n linearnih algebarskih jednacina, diferencijalne

jednacine i integralne jednacine.

Nepokretne tacke preslikavanja izuc¢avaju se u matematickoj disciplini po-
znatijoj kao Teorija o nepokretnim tackama. Ova teorija je jedna od glavnih
grana nelinearne analize. Brojna pitanja fizike, hemije, biologije i drugih nau-

ka vode do razli¢itih diferencijalnih i integralnih jednacina. Ako zanemarimo
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3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

konkretnu formu tih jednacina, mozemo ih svesti na apstraktne operatorske
jednacine ¢ime je reSavanje polaznih jednacina svedeno na odredivanje fiksnih

tacaka operatora.

Takode, predstavljamo F'-kontrakcije, njene generalizje u metrickim i b-
metrickim prostorima, kao i pojam generalizovanog LipSicovog preslikavanja

u okviru M-konusnih metri¢kih prostora nad Banahovom algebrom.
Definicija 3.1. Neka je X # 0 i f : X — X. Kaze se da funkcija f ima
nepokretnu tacku ako postoji x € X tako da je f(x) = z.

Skup svih nepokretnih tacaka funkcija f oznacavamo sa Fizf ili F}.

Primer 3.1. Neka je X =R i f(z) = 22 + 5z + 4. Tada funkcija f ima samo
jednu nepokretnu tacku, tj. Fy = {—2}.

y = f(z)

Slika 1. Funkcija sa jednom fiksnom tac¢kom iz Primera 3.1
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3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

Primer 3.2. Ako je X =R i f(z) = z, skup nepokretnih tac¢aka preslikava-

nja f je cela realna prava, tj. Fy = R.

U sledec¢oj teoremi navedene su klase funkcija koje imaju nepokretnu
tacku.
Teorema 3.1. ([50]) Neka je —oo < a < b < o0i f: [a,b] — [a,b] neprekidna
funkcija. Tada f ima nepokretnu tacku na intervalu [a, b].

Naredna teorema govori o postojanju i jedinstvenosti nepokretne tacke
diferencijabilnih funkcija.
Teorema 3.2. ([50]) Neka je f : [a,b] — [a,b] diferencijabilna funkcija za
koju postoji L € [0,1) tako da je

If (@) <L<1, z€lab

Tada funkcija f ima samo jednu nepokretnu tacku.

3.1 Banahov princip kontrakcije

U ovom potpoglavlju izlazemo ¢uvenu Banahovu teoremu o nepokretnoj
tacki koja se Cesto naziva i Banahov princip kontrakcije. Za ovaj princip iz
1922. godine vezuje se pocetak izuCavanja teorije nepokretne tacke u metric-

kim prostorima.

Definicija 3.2. Neka je (X, d) metricki prostor. Preslikavanje f : X — X je
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3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

(a) LipSicovo (L-Lipsicovo) ako postoji L > 0 tako da je

d(fx, fy) < L-d(z,y), za svako =,y € X;
(b) kontrakcija (q-kontrakcija) ako je f, g-LipSicovo, za q € [0,1), tj.

d(fzx, fy) <q-d(z,y), zasvako x,y € X;
(c) neekspanzivno ako je f 1-LipSicovo, tj.

d(fz, fy) < d(z,y);
(d) kontraktivno ako je
d(fx, fy) < d(z,y), zasvako z,y € X, = # y;
(e) izometrija ako je
d(fz, fy) =d(z,y), zasvako z,y € X.

Primer 3.3.

1. Preslikavanje f : R — R, definisano sa
x
=—+3
fla) =%+

jeste kontrakcija pri ¢emu je Fy = {6}.
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3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

1 1
2. Preslikavanje f : [5, 2] — [5,2], definisano sa
1
fla)=—

jeste 4-Lipgicovo, pri ¢emu je Fy = {1}.

3. Preslikavanje f : [1,4+00) — [1,+00), definisano sa

1
f(x):x+5

jeste kontraktivno, pri ¢emu je Fy = ()

4. Preslikavanje f: R — R, definisano sa
flx)=z+5

je izometrija, pri ¢emu je Fy = .

Teorema 3.3. (Banah [19]) (Banahov princip kontrakcije) Neka je (X, d)
kompletan metri¢ki prostor i f : X — X kontrakcija. Tada preslikavanje f

ima samo jednu nepokretnu tacku.

Dokaz. Nekaje xy € X proizvoljna tacka prostora X . Formirajmo niz {z, },en

tacaka prostora X na sledeéi nacin
Ty = f(xn_1), n=1,2,...
Dokazimo da je niz {z, }n,eny Kosijev. Neka je a = d(xg, z1). 1z
AT, Tni1) = d(f(Tn-1), f(2a)) < ¢ d(Tp-1,20) <

o4



3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

<o <" d(xg, ) =a- g7,

za m > n sledi

3
L
3

1 00
d(l’n,l'm)g d(xk,$k+1)§a quank:a
k=n

n

n

q
1—gq

(3.1)

>
Il
>
Il

n

Kako je 0 < ¢ < 1, sledi da je {2, }nen KoSijev niz.

Posto je prostor X kompletan, sledi da postoji x € X tako da je

lim z, =z,
n—-+oo

0 < d(wn, f(2)) = d(f(zn), f(2)) < q-d(n1,2).

Kako x,, — z, sledi z,, — f(x), te je f(z) = x.

Pokazimo sada jedinstvenost nepokretne tacke. Naime, ako bi postojala neka

druga tacka y € X, y # x, sa svojstvom f(y) =y, tada bismo iz

dobili
(1—q)d(z,y) <0,

Sto je suprotno pretpostavci, jer je 0 < g < 1. L]

Dokaz Teoreme 3.3: (Palais [74]) Neka je z1, 2, € X. Tada je

d(wy,x9) < d(21, f(21)) +d(f(21), f(22)) + d(f(22), 22),
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3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

odnosno

(1 = q)d(w1,22) < d(xy, f(21)) + d(f(22), x2).

Iz gornje nejednakosti dobijamo fundamentalnu kontrakcijsku nejednakost

dlar,z2) < T ldlan, f(o0) +dloa, f(a2)] (32

Ukoliko su 1, xo nepokretne tacke preslikavanja f, tada iz (3.2) sledi 7 = s,

tj. kontrakcija moze imati najviSe jednu nepokretnu tacku.

Neka je z € X, n,m € N, iz, = f"(z), 2 = f™(z). Iz (3.2) dobijamo

d(f"(x), ["(x)) < 1—iq[d(f”(-’t),f(f"($))) +d(f" (), fF(f™ ()] <

< L1900 fa)).

=1

(3.3)

Kako je 0 < ¢ < 1, to je hrf q" = 01 vazi d(f"(z), f"(x)) — 0, kad
n——+0o0

n — 400 i m — +oo. Prema tome, Kosijev niz {f"(z)} je konvergentan, tj.
postoji p € X tako da je
lim f"(z) = p.

n—-+0o0o

Zbog neprekidnosti funkcije f, imamo

flp) = f( lim f"(x)) = lim f(f"(x)) =p.

n—-+o0o n—-+o0o

Primetimo da, kada u (3.3) uzmemo da m — +o00, imamo

n

A ()op) < 7

d(z, f(x)).

Napomena 3.1. Dokaz Banahovog principa kontrakcije daje metod za na-
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lazenje nepokretne tacke x kontrakcije f, a poznat je pod nazivom Pikarov
iterativni proces (ili metod sukcesivnih aproksimacija). Pomenuti metod se
sastoji u tome da se polazeé¢i od proizvoljne tacke xy € X ("nulte aproksima-
cije”) formira niz z,, = f(x,-1) koji konvergira ka z. Osim toga, kad u (3.1)

uzmemo da m — 400, sledi

d(xp,,x) < ag 4

gde je a = d(zg, ;). Prethodna nejednakost predstavlja procenu greske ko-
ja nastaje kada se tafno reSenje = jednacine f(z) = z zameni pribliZznom

vrednoSéu z,,.

Teorema 3.4. (Lokalna verzija Banahovog principa kontrakcije [50]) Neka

je (X, d) kompletan metricki prostor, zo € X, r >0 i

K(zg,r) ={z € X : d(x,x0) <r}.

Neka je f: K(xg,7) — X ¢ kontrakcija, tj. za ¢ € [0,1) vazi

d(fz, fy) < q-d(z,y), Yo,y € K(zo,r),
i pretpostavimo da je
d(fzo,z0) < (1L —q)r.

Tada funkcija f ima jedinstvenu nepokretnu tacku u K(zo, 7).

Sledeci rezultat se odnosi na Banahove prostore.

Teorema 3.5. [50] Neka je X Banahov prostor, r > 0 i

KO,r)={x e X :||z|]| <7}
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zatvorena kugla sa centrom u 0 i poluprecnika r u X. Neka je f : K(0,7) — X

g-kontrakcija, tj. za ¢ € [0,1) vazi

Iz — fyll < dllx = ll, 7a svako z,y € K(0,7)

i pretpostavimo da je

J(O(K(0, 7)) € K(0,7),

gde je (K (0,r)) rub skupa K(0,7). Tada funkcija f ima jedinstvenu nepo-

kretnu tacku u K (0, 7).

3.2 Primene na egzistenciju reSenja jednacina

Glavni cilj ovog potpoglavlja je ilustracija kako neke vazne tipi¢ne funk-
cionalne jednacine primenjene matematike mozemo da prevedemo na ekvi-

valentni problem nepokretne tacke (|50]).

3.2.1 ReSavanje jednacine f(x) = x, z € [a,b]

Neka je —co < a <b< ooi f:[a,b] — [a,b]. Primenimo Banahov stav

na reSavanje jednacine

f@) =

U tu svrhu pretpostavimo da je f diferencijabilna funkcija i da je

f ()| <qg<1, x€lab],
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gde je ¢ € (0,1). Zaista, tada na osnovu Teoreme o srednjoj vrednosti za

svako x,y € [a, b] vazi

1f(@) = fF)| = |f (c)|lz — y| < gz —yl,

S$to, s obzirom na definiciju metrike na realnoj pravoj, znaci da je f kontrak-

cija. Prema tome, ako realna funkcija f preslikava [a,b] u [a,b] i

[f(@)] <q<1,

jednacina
fl@)—z=0

ima u [a, b] jedno i samo jedno reSenje z*. Ono se sukcesivho moze odrediti

polazeéi od proizvoljnog zg € [a, b], formiranjem niza {z, },enza koji vazi
Ty = flxn_1), n=12,...

Pri tome, za priblizno reSenje x,, vazi

|z, — 2" < -z — .

Da bismo u praksi obezbedili da f(z) zadovoljava uslove za primenu Bana-
hovog stava, postupamo na slede¢i nac¢in. Neka je data jednac¢ina F(z) =0,

pri cemu je

F(a) <0, F(b)>0im < F'(z) < M,
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za svako z € [a, b]. Neka je

pri ¢emu ¢emo parametar A ¢emo naknadno odrediti. Jednacina F(z) = 0

ekvivalentna je jednacini f(x) = x, no kako je
fl(x)=1—-\F'(2),

to je

1—AM < f'(z) <1 - Am.

Dalje, A mozemo izabrati tako da je ispunjeno ograni¢enje za f’(x) koje

opravdava primenu Banahovog stava.

3.2.2 Sistemi od n linearnih algebarskih jednacina

Neka je
a1121 + a2 + ... +ai,T, = by
a21C1 + Q99x9 + ... +aonx, = b1
Ap1T1 + ApaTo + ... FAppXy = bn )
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sistem od n linearnih jednacina sa n nepoznatih. Napisimo ga u sledeé¢em

obliku:
T = (1 — an)xl — a12T9 — ... —A1pTy + b1
To = —a921X1 + (1 — agz).ﬁ[g — ... — a9y + b2
Tp = —Qp1d1 - Ap2T2 — (1 - ann)xn + bn
Ako je
Cij = 0ij — Qyj,
gde je
L, 1=y,
5ij =
0, i#J,
Kronekerov ¢ simbol, imamo
xi:Zcijxj+bi, i=1,2...,n. (3.4)
j=1

Definisimo preslikavanje f : R” — R" sa
f(I) =Y, x = (LUI,IQ,...,In) eRna Yy = (yhy?v”'uyn) ER”?

gde su koordinate y;, + = 1,2, ...n, odredene sa

n

J=1

Nepokretne tacke preslikavanja f su reSenja sistema (3.4). Ostaje jo§ da vidi-
mo pod kojim uslovima ¢e f biti kontrakcija. Odgovor na ovo pitanje zavisi

od izbora metrike u prostoru R”. Razmotrimo tri slucaja:
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1) Prostor R™ sa metrikom

Na osnovu nejednakosti Kosi-Bunjakovskog dobijamo

dZ(y/,y”) = Z (ZCU(JJ; — :c;/)Z) < (ZZC@) ~d2(:c/,x”),

tj.

1
5 ’ "
<(XXa) )
(]
Prema tome, uslov kontrakcije je

(ZZ ”> <a<l. (3.5)

2) Prostor RY, sa metrkom
d(z,y) = glfgﬁﬂ?i = yil.

Sada je

d(y',y") = max|y; — y;/| = max]| ch )| < maxz el |25 — 2] <

< max E |cijlmax|x — 27| = (max E |cij]) - d(2, 2").
? X J 7 -
J J
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Prema tome, f je kontrakcija uz uslov

eyl <a<l zai=1,..n (3.6)

J

3) Prostor R} sa metrikom

d(z,y) = Z |z — yil-

Dobijamo da je

Ay y") =D =yl =D 1> eylal—aDl < DD eyl — 2| =
i J g

7

= Z |95; - x;’| Z || < max{z lcij]} - Z |:17; . x;/| _
J i J y -
= max{} e} - dla’.a”).
(2
Prema tome, uslov da je f kontrakcija svodi se na

Z|cij|§oz<1, zaj=1,...,n. (3.7)

Videli smo da uslov kontrakcije, odnosno uslov koji zadovoljava matrica ||c;;||
da bi preslikavanje bilo kontrakcija, zavisi od metrike na R™. Svaki od uslova
(3.5), (3.6) i (3.7) je samo dovoljan uslov da bi f bila kontrakcija. Bilo koji

od njih ¢e biti zadovoljen ako je [¢;;| < .
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3.2.3 Diferencijalne jednacine

Neka je data diferencijalna jednacina:

dx

a :g(t7x>7 (3'8)

sa po¢etnim uslovom z(ty) = zo. Pretpostavimo da u pravougaoniku
P=A(t,z) : |t —to] < a,|r— x| < b}

vazi sledece:

1) g(t,x) je neprekidna, te je i ograni¢ena tj. |g| < M,

2) lg(t,x1) —g(t,x2)| < K - |21 — 2]

Pokaza¢emo da postoji h > 0, tako da u segmentu [ty — h,ty + h] = A po-
stoji jedinstveno resenje date diferencijalne jednacine (3.8) koje zadovoljava

pocetni uslovz(ty) = xo.

Pre svega, posmatranom problemu moze se dati i ova formulacija: Pod
navedenim pretpostavkama, postoji jedno i samo jedno reSenje integralne

jednacine
t

o) = w0 + / ot (1)), (3.9)

Neka je broj h takav da je

1
h < 174 i h < min{a, %} (3.10)
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3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

Uoc¢imo prostor Ca neprekidnih funkcija na segmentu A i njegov podskup
A za koji je

mtaX]m(t) —z(ty)] < b.

S obzirom na metriku u Ca, skup A je zatvoren, jer se sastoji iz tacaka
zatvorene kugle K[z, b].
Neka je preslikavanje y = f(z), x € A C Ca, definisano sa

t

y(t) = 20 + / g(t, z(t))dt. (3.11)

to

Treba da dokazemo da je preslikavanje f : A — A kontrakcija.

Pre svega, ako je x € Ait € A, tada tacka (¢, z(t)) € P, tj. desna strana
u (3.11) ima smisla i o¢igledno je y € Ca. Da bismo dokazali da y € A,

primetimo da prema 1) i na osnovu druge jednacine u (3.10) imamo

t
b
() = ao] = |/g(t,x(t))dt| < Mlt—to| <M-h< M7=

to
Neka x1,29 € A. Tada za t € A, na osnovu 2), dobijamo

t

i (t) — (0)] = | / gt 22(8) — gt a(t)))dE] <

to

< K-/|:E1(t) — xo(t)||dt] < K - h - max |x1(t) — zo(t)].
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3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

Prema prvoj nejednacini u (3.10) imamo da je
K-h=q<1=d(y.,y) <q-d(x,29),

tj. f je kontrakcija.

Kako je prostor Ca kompletan, a A zatvoren, to su svi uslovi za pri-
menu Banahovog stava zadovoljeni, tj. preslikavanje (3.9) ima jedinstvenu
nepokretnu tacku, a to je reSenje integralne jednacine (3.11), odnosno posta-

vljenog diferencijalnog zadatka.

3.2.4 Integralne jednacine

Neka je data nehomogena Fredholmova integralna jednacina drugog reda

b
2(5) = A / K (s, t)z(t)dt + g(s), (3.12)
gde je jezgro K(s,t) neprekidno u kvadratu
P = [a,b] X [a,b].

Neka je funkcija g(s) neprekidna u [a,b] i A realan parametar. Nepoznatu
funkciju z(t), tj. neprekidno resenje ove integralne jednacine mozemo traziti

kao nepokretnu tacku preslikavanja
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3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

odredenog sa

y(s) = )\/K(s,t)x(t)dt +g(s).

Jasno, f : Cla,b] — Cla,b], a kako je Cfa,b] kompletan prostor, ostaje jos

da odredimo pod kojim uslovima je f kontrakcija. Ako je

max |K(s,t)] = M,
(s,t)eP

tada iz xq, 29 € Cla, b sledi

[91(s)—y2(s)| < |A| / K (s, )l|21(t) w2 (t)]dt < |A|M max|as () —22(t)[(b—a),

Sto, s obzirom na metriku u Cfa, b], daje
d(y1,y2) < M|A(b— a)d(xq,x2).

Prema tome, ako je
1

A
N <

(b_a)7

tada je f je kontrakcija, pa na osnovu Banahovog stava, niz sukcesivnih
aproksimacija konvergira jedinom neprekidnom resenju nehomogene Fred-
holmove jednacine. Primetimo da je ovim stavom obezbedeno resenje Fred-

holmove jednacine samo za male vrednosti parametra |\|.
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3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

3.3 F-kontrakcija i neke njene generalizacije

Wardowski??|94] je 2012. godine definisao novu klasu funkcija na sledeci
nacin:
Definicija 3.3. Neka je F familija svih funkcija F' : (0, +00) — (—o0, +00)

takvih da vazi:

(F1) F jestrogo rastuca, tj. zasvako z,y € (0,400),izx <y sledi F(x) <
F(y):

(F2) za svaki niz {a,} 2] pozitivnih bojeva, vazi

lim a, =0 akoisamoako lim F(«a,)=—o0;
n—+0o00 n—+oo

(F3) postoji k € (0,1) tako da je lim ofF (a) = 0.

a—0t
Definicija 3.4. [94] Neka je (X, d) metricki prostor. Preslikavanje 7' : X —
X se naziva F-kontrakcija na (X, d) ako postoji ' € F i1 > 0 tako da za

svako x,y € X vazi

d(Tz,Ty) >0 = 7+ F(d(Tz,Ty)) < F(d(z,y)) .

Novu generalizaciju Banahovog principa kontrakcije dao je Wardowski na
slede¢i nacin:
Teorema 3.6. [94] Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i neka je T :

X — X F-kontrakcija. Tada T ima jedinstvenu nepokretnu tacku x* € X 1

za svako x € X niz {T"x} konvergira ka x*.

22Dariusz Wardowski-poljski matematicar
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3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

Piri i Kumam su u [79] modifikovali definiciju F' kontrakcije na sledec¢i

nacin:

Definicija 3.5. [79] Neka je F* familija svih funkcija F' : (0,+00) —

(—o0, +00) takvih da vazi:

(F'1) F je strogo rastuca, tj. za svako z,y € (0, 4+00) izx < ysledi F (z) <
F(y);

(F2*) inf F = —o0;

(F'3*) F je neprekidna funkcija.

U [89] sledecom lemom je dokazano da su uslovi (F2) i (F2*) ekvivalentni.

Lema 3.1. Ako je F': (0,+00) — R rastuca funkcija i {¢,,} niz pozitivnih

brojeva, tada:

(a) Ako je lim F(t,) = —oo, tada je lim ¢, = 0;

n—-+o0o n—-+o00

(b) Ako je inf(F) = —oc0i lim =0, tada je lim F(t,) = —oc.

n—-+o0o n—-+o0o

Klase funkcija F i F* nisu iste, jer (F3) i (£'3*) nisu u direktnoj vezi. Na
isti nac¢in kao u slucaju F-kontrakcije, moguce je definisati F*-kontrakciju,

pri ¢emu F € F*.

Definicija 3.6. [94] Neka je (X, d) metricki prostor. Preslikavanje 7' : X —
X se naziva F*-kontrakcija na (X, d) ako postoji F' € F* i1 > 0 tako da za

svako x,y € X vazi

dTz,Ty) >0 = 7+ F(d(Tz,Ty)) < F(d(z,y)) .
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3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

Isto kao u sluc¢aju F-kontrakcije i F*-kontrakcija takode ima jedinstvenu
nepokretnu tacku na kompletnom metrickom prostoru, ali su tehnike doka-
zivanja drugacije nego u slu¢aju F-kontrakcije.

Teorema 3.7. [79] Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i neka je T :

X — X F*-kontrakcija. Tada T ima jedinstvenu nepokretnu tacku x* € X 1

za svako x € X niz {T"x} 2 konvergira ka x*.

Wardowski i Dung uveli su 2014. godine pojam F-slabe kontrakcije i do-

kazali srodnu teoremu o nepokretnoj tacki na slede¢i nacin:

Definicija 3.7. [95] Neka je (X, d) metricki prostor. Preslikavanje 7' : X —
X se naziva F-slaba kontrakcija na (X, d) ako postoji F' € F i1 > 0 tako da

za svako x,y € X vazi
d(Tx,Ty) >0 = 7+ F(d(Tx,Ty)) < F (M (z,y)),

gde je

M(z,y) = {d(x,y), d(z, Tz), d(y, Ty), d(z,Ty) +d(y,Tx)}'

2

Teorema 3.8. [95] Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i neka je
T : X — X F-slaba kontrakcija. Ako je T ili F' neprekidno, tada T ima
jedinstvenu nepokretnu tacku x* € X 4 za svako x € X niz {T"x};rz kon-

vergira ka x*.

Definicija 3.8. [30] Neka je (X, d) metricki prostor. Preslikavanje 7' : X —
X se naziva generalizovana F-kontrakcija na (X, d) ako postoji FF € FitT >0

tako da za svako x,y € X vazi

d(Tx,Ty) >0 = 7+ F(d(Tx,Ty)) < F (N (z,y)),
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3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

gde je

d(x, Ty) +d(y, Tx)
2 M

Niz,y) = {d<x7y>, d(x, T2), d(y. Ty).

d(T?*z,x) + d(T?z, Ty)
2

. d(T%, Tx), d(T%,y). d(T%c,Ty)}.

Teorema 3.9. [30| Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i T : X — X
generalizovana F-kontrakcija. Ako je T ili F' neprekidno, tada T ima jedin-

stvenu nepokretnu tacku x* € X 1 za svako v € X niz {T”x}:ii konvergira

ka x*.

Piri i Kumam, [78], opisali su 2014, godine veliku klasu funkcija zame-

njujuéi uslov (F'3) u definiciji F-kontrakcije uslovom
(F3’) F je neprekidna na (0, +00).

Oni oznacavaju sa F familiju svih funkcija F : (0,+00) — (—o00,+00)
koje zadovoljavaju uslove (F1), (F2) i (F3’), a ¥ skup svih funkcija 1 :
[0,400) — [0, +00) tako da je 1) neprekidna i

Y (t) = 0 ako i samo ako je t = 0.

Pod ovim novim postavkama, Piri i Kumam su predstavili i dokazali neke

Wardowski i Suzuki rezultate za nepokretnu tacku u b-metri¢kim prostorima.

Definicija 3.9. [78] Neka je (X, d) b-metri¢ki prostor. Preslikavanje 7" : X —
X se naziva generalizovana F-Suzuki-kontrakcija ako postoji F' : (0, +00) —
(—00,+00) koja zadovoljava (F1) i (F3?) tako da za svako =,y € X, z # y

vazi

71



3. Nepokretna tacka i neka preslikavanja

S d (e, Tr) <d(r,y) = F(Sd(Te,Ty) < F(Mr(2,9)) — & (Mr (2,9)),
(3.13)
gde je p € Ui

d(z,Ty)+d(y,Tx)
2s ’

My (x,y) = max {d(:uy) . d (T23:, y) ,

d(T?z,x) +d(T?*x, Ty)
2s

, d (T2, Ty) +d (T°z,Tx),

d (T°z,Ty) +d(Tz,z), d(Tz,y) +d(y, Ty) }

Teorema 3.10. 78] Neka je (X, d) kompletan b-metricki prostor i T : X —
X generalizovana F-Suzuki-kontrakcija. Tada T ima jedinstvenu nepokretnu

tacku v* € X i za svako x € X niz {T "z}, konvergira ka x*.

3.4 Generalizovano LipSicovo preslikavanje

U ovom potpoglavlju uvodimo koncept generalizovanog LipSicovog presli-

kavanja na M-konusnom metrickom prostoru nad Banahovom algebrom.

Definicija 3.10. Neka je (X, m) M-konusni metricki prostor nad Banaho-
vom algebrom. Preslikavanje T : X — X se naziva generalizovano Lipsicovo
preslikavanje ako postoji vektor k € P, gde je p(k) < 1 , tako da za sve
w,v € X vazi

m(Tp, Tv) < km(p,v).

Primer 3.4. Neka je A Banahova algebra i P konus iz Primera 2.5 i neka je
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X = R*. DefiniSimo preslikavanje m : X x X — A sa

pvy G
m(p, v)(t) = ( 5 )e,

za sve pu,v € X. Tada (X, m) predstavlja M-konusni metricki prostor nad

Banahovom algebrom A. Definisimo 7' : X — X sa

gde je p € [3,4+00). Za sve u,v € X, kada je u # v imamo

1 7 v 1L/ v
m<T“>T”><t>:§(m+y+1)etf5<z+z> ¢ =

_ %1 (“ : ”) e = k(. v)(t).

Otuda, T je generalizovano LipSicovo preslikavanje na X, gde je k = Lll.

Sada ¢emo navesti neke ¢injenice iz teorije c-nizova.

Definicija 3.11. [56]|. Neka je P ¢vrst konus u Banahovom prostoru E. Niz
{u,} C P se naziva c-niz ako za svako ¢ > € postoji prirodan broj N tako

da je u, < cza svako n > N.

Lema 3.2. (|96]). Neka je P ¢vrst konus u Banahovoj algebri A. Pretpo-
stavimo da je k € P proizvoljan vektor i {u,} je c-niz u P. Tada je {ku,}

c-niz.

Lema 3.3. (|88]) Neka je A Banahova algebra sa jedinicom e i neka je k € A.

Tada lim || k™ ||» postoji i za spektralni polupreénik p(k) vazi
n——+o0o

. ol . nok
p(k) = lim || k" || =inf | k" [* .

n—-+o0o
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Ako je p(k) < |\, tada je Ae — k invertibilan u A. Stavie,

o0 i
-1
Me—h)"=>
i=0
gde je A kompleksna konstanta.

Lema 3.4. ([88]) Neka je A Banahova algebra sa jediniciom e i neka su

a,b € A. Ako a komutira sa b, tada vazi

pla+b) < pla) + p(b), plab) < p(a) p(b).

Lema 3.5. ([45]) Neka je A Banahova algebra sa jedinicom e i P ¢vrst konus

u A. Neka za a,k,l € Pvazil < kia =<la. Ako je p(k) < 1, tada je a = 6.

Lema 3.6. ([45]) Ako je E realan Banahov prostor sa ¢vrstim konusom P i

{u,} C P niz, tako da || u, ||[— 0 (n — +0o0). Tada je {u,} c-niz.

Lema 3.7. ([45]) Ako je E realan Banahov prostor sa ¢vrstim konusom P

tada vazi:

(1) Akoa,b,ce Eia<b=c, tada a < ¢
(2) Akojea € Pia< czasvako ¢> 0, tada je a = 0.

Lema 3.8. (|45|) Neka je A Banahova algebra sa jedinicom e i neka je k € A.
Ako je A kompleksna konstanta i p(k) < |A|, tada je

p(()\e — k)_1> < m
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Glava 4

Rezultati za F-Suzuki kontrakciju

u b-metrickim prostorima

U ovom poglavlju dajemo mnogo jednostavnije i kra¢e dokaze poznatog,
znacajnog rezultata iz [78| koji se odnosi na generalizovanu F-Suzuki kon-
trakciju u b-kompletnim b-metrickim prostorima. Koristeéi nas novi pristup
pri dokazivanju da je Pikarov niz b-Kosijev, nasi rezultati dati u radu [3§]
generalizuju, poboljsavaju i dopunjuju nekoliko poznatih rezultata u posto-
jecoj literaturi. Stavige, predstavljeni su neki novi kontraktivni uslovi da bi

se ilustrovala primena dobijenih teorijskih rezultata.
U nasim rezultatima, funkcija
F:(0,400) = (—00,+00)

zadovoljava samo uslov (F1) iz Definicije 3.3.
Definicija 4.1. Neka je (X, d) metri¢ki prostor. Preslikavanje 7' : X — X
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se naziva generalizovana F1-kontrakcija na (X, d) ako postoji funkcija F' :
(0, +00) — (—o0,+00) koja zadovoljava uslov (F1) iz Definicije 3.31 7 > 0

tako da za svako x,y € X vazi

d(Tz,Ty) >0slediT+ F (d(Tz,Ty)) < F (N (z,y)), (4.1)

gde je

d(x, Ty) + d(y, Tx)
2 b

N(x,y) = {d(x,y), d(z,Tz), d(y,Ty),

d(T?*x,z) + d(T*z, Ty)
2

AT ), d(Te), T Ty) .

Nag prvi rezultat generalizuje i poboljsava Teoremu 3.9 Sada navodimo

jedan od nasih glavnih rezultata.

Teorema 4.1. (|38]) Neka je (X, d) kompletan metricki prostori T : X — X
generalizovana F1-kontrakcija na (X, d). Ako je T ili F' neprekidno, tada T
ima jedinstvenu nepokretnu tacku * € X i za svako x € X niz {T"x}

konvergira ka x*.

Dokaz. Prvo ¢emo proveriti da li uslov (4.1) obezbeduje jedinstvenost nepo-
kretne tacke pod pretpostavkom da ona postoji. Zaista, neka su = i 7 dve
razli¢ite nepokretne tacke preslikavanja 7. To znaci da je naredna relacija
tacna (jer je d(Tz,Ty) > 0)

T+ F(d(T7,T5)) < F (N (7,7))
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pri cemu je

d(z,Ty)+d(y,Tz)

N (z,79) = max{d(f,y), d(z,Tz), d(y,Ty),

d(T%*z,7) + d(T%*z, Ty)
2

,d(1°%%,77), d(T°%.5), d(T°%,T7) }

Dakle, imamo da je

Dalje, dobijamo da je
T+ F(d(®y) < F(d@7y) (r>0),

sto je kontradikcija. Otuda, dokaz jedinstvenosti nepokretne tacke preslika-

vanja T', ukoliko ona postoji, jeste zavrsen.

Da bismo pokazali da T" ima nepokretnu tacku, pretpostavimo da je xg
proizvoljna tacka u X. Sada, definiS§imo Pikarov niz {xn}neNU{0}7 na sledeci
nacin:

T+l = Txn

Ako je z, = x,41 za neko p € NU{0}, tada je x, jedinstvena nepokretna
tacka i dokaz je zavrSen. Prema tome, pretpostavimo da je x, # =,41 za

svako n € NU{0}. Prema uslovu (4.1), sledi da je

T+ F (d (Txn,l,Txn)) S F(N ('Tnflyxn)) )
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

jer je
d(xp, Tpe1) = d(Txp_q,Tx,) > 0,
gde je
N<xn—17 xn) = max {d(xn—h xn)7 d(xn—lu xn)a d(‘rﬂn mn—&—l))
d(xnfla xn+1) + d(:Un, xn) d(xn+1v $n71> + d<xn+1a xn+1)
2 ’ 2 ’
d(mn+1,xn)7 d(xn—f—la xn)a d(l‘n-i-la xn—i—l)}y
odnosno
N (xn—la xn) S max {d (xn—h xn) ; d (xn7 xn—&-l)} ;
jer je

d(xn+17 xn—l) S d(xn+17 xn) + d(xna In—l)a ; d(l’n, xn) = 0.

Dakle, iz (4.1) dobijamo da je

T+ F(d(Tn, 2py1)) < F (max {d(x,_1,2,),d(xn, Tni1)}) -

Ako je

max {d (xn—la xn) ) d (mna xn-{—l)} =d (xnv xn—&—l) )

tada iz (4.2) sledi kontradikcija. Stoga,

T4 F(d (2, 011)) < F (d (@01, 70))
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

za svako n € N. Dalje, prema (4.3) i uslovu (F1) dobijamo da je
d (x'm xn—l—l) <d (xn—la xn)

za svako n € N. To dalje znadi da postoji

pr= ngglood(xmwnﬂ)-
U ovom, slu¢aju iz (4.3) sledi da je
THE(p"+0) < F(p"+0),

Sto je u suprotnosti sa 7 > 0.

Sada dokazimo da je {z,}, ., (0y Kosijev niz pretpostavljajuci suprotno.

Ako u (4.1) stavimo da je © = z,,, Y = Ty, , dobijamo
T+ F(d(Tn+1, Tmpt1)) < F (N (2, Tm,)) s (4.4)
gde je
N (2, , Tm, ) = max {d(:vnk, Tmy) s A (s Topr1) s A (Tmgs Tigt1)

d (‘xnk? ‘ka+1) +d (mmkﬂ xmﬁ-l) d (xnk+27 xnk) +d (xnk+27 xmk+1)
2 ’ 2 ’

d (xnkJer $nk+1> ’ d (mnk+2> xmk) ) d (xnkJFQ’ kaJrl) } :

Posto prema Posledici 2.1 imamo da d (2,41, Tm41) A (T Ty ) 1N (T, Ty )
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teze ka ' kada k — +o0, dobijamo iz (4.4) da je
T+ F (et +0) < F (" +0),

Sto predstavlja kontradikciju. Otuda je niz {z,}, oy, Kosijev.

Bududi da je (X,d) kompletan metricki prostor, sledi da niz {2, },,cny 00y

konvergira ka nekom z* € X.

Ako je preslikavanje T neprekidno, tada Tz, tezi ka Tx*, tj. * je nepo-

kretna tacka preslikavanja 7.

U slucaju da je F' neprekidno imamo sledecu situaciju. Prvo, mozemo

pretpostaviti da z*, Tx* ¢ {xn}neNU{O} . Ovo je posledica ¢injenice da je
d («T'm xn—l—l) <d (xn—la xn)

za svako n € NU {0}, sto implicira da je z,, # z,, kad god je n # m.
Stavljajuéiu (4.1) x = x,,,y = x* i pretpostavljajuéi da je d (z*, Tz*) > 0,
odmah dobijamo
T+ F(d(2n4, T2%)) < F (N (20, 27)), (4.5)
gde je
N(zp,x") = max {d(zn,x*), d(xp, Tper), d(z*, Tx"),

d(x,, Te*) + d(z*, xp01)  d(Tpyo, xn) + d(xhse, Tx*)
2 ’ 2 ’

d(Tpio, Tni1), d(Tpio,x¥), d(xn+2,Tx*)}.
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

Kada n — +o00, dobijamo da N (x,,x*) tezi ka d (z*, T'z*).

Buduéi da je F neprekidna, tada iz (4.5) sledi da je

T4 F(d(@, Ta") < F(d(2", Ta"),

Sto je u suprotnosti sa 7 > 0. Otuda, pretpostavka da je d (x*, Tz*) > 0 bila je
pogresna. Prema tome tacka z* je jedinstvena nepokretna tacka preslikavanja

T, ¢ime je dokaz zavrSen. O]

Neposredna posledica Teoreme 4.1 su slede¢i novi kontraktivni uslovi koji

dopunjuju uslove iz radova |24] i |87].

Posledica 4.1. ([38]) Neka je(X,d) kompletan metricki prostor i neka je
T: X — X generalizovana F'1-kontrakcija, takva da postoji 7 > 0 i za svako

x,y € X, pri cemu je d(Tx,Ty) > 0, vaZe sledece nejednakosti:

T+d(Tz,Ty) < N (x,y),

T+ exp(d(Tx,Ty)) < exp (N (z,9)),

1 1
_ <
" T d(Tr,Ty) ~  N(ny)
! +d(Tz,Ty) < ! + N (z,y)
TTATe Ty T S TN @y T
n 1 < 1
" T exp (d (T2, Ty)) ~ 1—exp (N (2,y))

1 1
oxp (—d (T2, Ty)) — oxp (@ (T2, T9)) — exp (—N (@,9)) —exp (N (@)

T+
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

gde je

d(x, Ty) +d(y, Tx)
2 M

Niz,y) = {d<x7y>, d(x, T2), d(y. Ty).

d(T?*z,x) + d(T?z, Ty)
2

. d(T%, Tx), d(T%,y). d(T%,T.w}.

Tada v svakom od navedenih slucejava T ima jedinstvenu nepokretnu tac-

ku x* i za svako x € X niz {T "z} konvergira ka x*.

Dokaz. Ako uzmemo u obzir da je svaka od slede¢ih funkcija

1
y T —/———,
e " —e"

1 1
re=r,r—e, T —— T —— 4, T
r r 1—er

strogo rastu¢a na (0, 4+00) onda sledi dokaz na osnovu Teoreme 4.1. ]

Drugi novi rezultat, koji predstavljamo, je generalizacija Teoreme 3.10

(78|, Teorema 2.2 za koji dajemo ta¢niji i kraéi dokaz.

Teorema 4.2. ([38]) Neka je (X,d,s), s > 1 kompletan b-metricki prostor i
T : X — X generalizovana F-Suzuki-kontrakcija. Tada T 1ma jedinstvenu

nepokretnu tacku =* € X @ za svako v € X niz {T"m}:{g konvergira ka x*.

Dokaz. 1z uslova (3.13) imamo:
1
odakle sledi

F (S5d (TJ],Ty)) < F(MT (Iay)) - 77Z) (MT (l’,y)) :
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

Dalje imamo

F (sSd(Tx,Ty)) < F(Mr(z,y)),

.
1

d(Tz,Ty) < - Mr(z,y) s> 1. (4.7)
s

gde je m € (0,5] i

d(z,Ty)+d(y,Tz)
2s ’

My (z,y) = max {d(x,y) . d (T2x, y) ,

d(T?x,z) + d(T?%z, Ty)

5% , d (TQZB, Ty) +d (TZZB, T:z:) ,

d (T2, Ty) +d(Tx,x), d(Tx,y) +d(y,Ty) }
Dokaz dalje sledi u nekoliko koraka.

Korak 1. Jedinstvenost nepokretne tacke pod pretpostavkom da ona

postoji.

Zaista, ako su z*, y* dve razli¢ite nepokretne tacke preslikavanja 7', tada

je =¥ # y* i vazi da je
L (@ Tet) = 0 < d (2", y")
5,4 (@ T7") = Y.
Prema tome, iz (4.7) sledi
* * * * 1 * *

gde je

d(xz*,Ty*) +d(y*, Tx*)
2s ’

My (z*,y") = max {d (x*,y%), d (T2x*, y*) ,
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

d(T?*z*, z*) + d (T%z*, Ty*)
2s

,d (T2w*, Ty*) +d (TQx*, T:p*) ,
4 (1% 1Y) 4 AT ), (T )+ Ty .
Sada je

* * * * * * dl'*’* O—{_dx*’*
Mm,y):max{dmyxd(x,:w, () 0+d(y)

)

S 2s

d(z*,y")+0, d(z*y")+0, d(z*,y")+0 } =

- {d(a:*,y*), d(x’;,y*), d(x;;y*)}

Dakle, uslov (4.8) postaje

=d(z",y").

x % 1 -
d(x 7y)§8_md(x Y )7

Sto predstavlja kontradikciju. Prema tome, ako 7" ima nepokretnu tacku, ona

je jedinstvena.
Korak 2. Niz x,, = T"zq, xo € X, jeste b-Kosijev.

Ako je x, = x,11, za neko p € N, dokaz je zavrSen. U tom slucaju z,
je jedinstvena nepokretna tacka i jasno, u ovom slucaju, niz {xN}neNU{O}
je b-Kosijev, jer je svaki konvergentan niz zapravo b-KoSijev. Prema tome,
pretpostavimo da je x, # x,.1 za svako n € NU{0} . Dakle, imamo da je
Tp F Tpaq i

2—d (Tn, Txy) < d(Tp, Tpi1) jer jexr = x,,y = Tpi1,
S
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

pa ¢e uslov (4.7) postati
1
d(Tpi1,Tny2) = d(Txy, Try) < S_mMT (T, Tnt1) (4.9)

gde je

d (J:na xn—l—Q) + d (J:n+17 xn—l—l)
2s ’

MT ('/ETU xn+1) = max {d (‘/ETU xn+1) ) d ('/'Un—‘,-?? xn—f—l) )

d(Tny2,Tn) +d(Tpi2, Tnio)
2s

s d (Tpig, Tnga) + d(Tpi2, Tnia)
d (:En+2, xn+2) +d (xn-i-l» xn) . d ($n+17 $n+1) +d (l'n+1, xn+2) }7
Dalje je

d (xm xn-&-?)

d n )N <
2, ) | <

MT (In, ZEn+1) S max {d ((L’n, xn—l—l) ) d (l‘n+2, In+1> )

S max {d (xm xn—i—l) ) d (an+2, xn+1)} .

Sada, iz (4.9) imamo
1
d(Tpi1, Tni2) < w max {d (T, Tny1),d (Tni2, Tni1)} - (4.10)

Ako je

max {d (‘rn7 xn—l-l) ad (an+2, xn-l-l)} =d (In+2, xn-H) )

1
dobijamo kontradikciju 1 < —. Zbog toga, (4.10) postaje
Sm

1
d<xn+17xn+2) < ,Ud (xnaanrl) y = S_m € (Oa 1) )

pa na osnovu Leme 2.5 imamo da je niz z, = T"xy b-KoSijev niz.
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

Korak 3. Postojanje nepokretne tacke.

Buduc¢i da je b-metricki prostor (X, d,s) s > 1 b-kompletan, to postoji

jedinstvena tacka x* € X takva da niz z,, = T"x( konvergira ka z*, tj.

lim d(z,,x*)=0.

n—-+oo

Vaze sledece dve relacije( videti |78|) sledece dve relacije:

1
Q—d(xn,Txn) < d(xp,x") (4.11)
s
ili
1
2_3d (T:cn, T2xn) <d(Tzy,z"), (4.12)

za svako n € N. Takode posto, je,
d(Tps1,mn) < d(Tp,Tn_1), (4.13)

za svako n € N mozemo pretpostaviti da =*, Tx* ¢ {$n}n€Nu{0} )

Dokazimo da relacije date sa (4.11) i (4.12) zaista vaze. Pretpostavimo su-

protno, da postoji neko m € N tako da je

1
Q—d(q:m,Txm) > d(xpy,,x") (4.14)
s
i
1
2—d (Txm, T2xm) > d (T, z"). (4.15)
s

Stoga imamo

2sd(xpm, x*) < d(Tpm, Tam) < s[ld(xp,, 2%) + d(z*, Tx,y,)],
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

sto dalje implicira da je
d(zpm, 2") < d(z*, Txy,). (4.16)
Sada iz (4.13) i (4.16), imamo

AT, T?2 ) < (20, Tay) < 8d(Tp, %) + sd(x*, Ta,,) < 2sd(x*, T,y,).
(4.17)
Iz (4.14), (4.15) i (4.17) sledi da je

A(T T, T?00) < (T, T?x,),

Sto predstavlja kontradikciju.

Prema tome, ako je

1
- T *
28d(3:n, Ty) < d(zp,x"),

uslov dat sa (4.7) postaje

1
d(Tz,, Tx") < — Mg (z,,2%), (4.18)
Sm

gde je

d(zpy1,2%) + d(x,, Tz")
2s ’

My (z,,x") = max {d (Xp, "), d (Tpie, "),

d(Tpy2,xy) + d(Tpyo, Tx*)

%25 ) d (In+27 T.I*) + d (xn+27 xn—i—l) )

d (Tpio, Tx") +d(Tpi1,xn), d(xper,z") +d (2", Tx") }
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

Kako je d (xg, Tx*) < s-d (xg, x*)+s-d (z*, Tx*), za k = n, n+2, respektivno,

to dobijamo
My (x,, ") < max {d (Tp, "), d (Tpao, %),

d(zpi1,2%) + s - d(xy, ")+ s-d(z*, Tz")
2s ’
d(Tpio,n) + 8- d(Tpyo, ")+ s-d(x*, Tx")
2s ’

s d(Tpyo,x*) +s-d(x*, Tx") +d(Tpi2, Tni1),
s d (Tpie, ") +s-d(", Tx") + d(xpi1,2n), d(Tper,2%) +d (", Tx") }

d(z*, Tx*)

— 0
max{ , 5

, 8- d (", Tx") ,d(m*,Tm*)} = s-d (2", Tx"), (4.19)

kada n — +o00. Sa druge strane, ako je

id (T, T?x,) < d(Tay,z%),

2s
.
%d (In-l—la Txn—i—l) <d (In-l—la IL'*) )
iz (4.7) sledi
1
d(Tzpy1, Ta") < —Mrp (Tpy1,27), (4.20)

S

gde je

d(xpy1, Tx*) +d(x*, Tx*)
2s 7

My (41, 2") = max {d (Tpa1,2"), d(Tpys, "),

d (Z’n+3, xn—H) +d (xn+37 T.CE*)
2s

) d (xn+37 Tl’*) + d (CCTH-?)’ xn+2) ’
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

d (xpas, Tx") +d(xpa2, Tps1), d(Tpae,x™)+d(z", T") }

Ponovo, kako je

d(zy, Te*) < s-d(xg,z*)+s-d(x*,Tz"),

za k =n+ 1, n + 3, respektivno, dobijamo da je

d n+ls * d *’T *
MT <$n+1,l'*) S maX{d(an,x*) 7d({[‘n+3,$*), (x + T );_ (ZI’J z )7

d (Tn+3; Tny1) + 8 d(Tpgs,27) + s - d (2", Ta")
2s ’

s d(xpys, ) +s-d(x*, Tx") +d(Tpas3, Tniz),

s d (Tpyg,x)+s-d(x",Tx*) + d(xpi2, Tpy1), d(Tpie, ) +d(z", Tx¥) }

* T *
— max {0, M, sd(x*,Tx"),d (", Tx*)} =s-d(z",Tx"), (4.21)

kada n — +o0.

Za tacke z*, T'x* sledec¢e dve nejednakosti su ocigledne:

1 1
—d(x*,Tx") < d(z*,xpy1) + — My (2, 27) (4.22)
s sm
ili
1 * * * 1 *
—d(x*,Tx") <d(z*,zpy2) + —Mr (Tpi1,27) . (4.23)
S sm

DokaZimo, na primer, (4.22). Kako je

d(z*,Tz"*) < s(d(z*, Tx,) + d(Tx,, Tz")),
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

to sledi da je
1 * * * 1 *
—d(z*,Tz") < d(z*,xpy1) + — Mrp(xp, %)
S sm

Sli¢no se dokazuje (4.23).

Ako m € (2,5], tada iz (4.18)—(4.23), imamo

1 1 * *
(—— Sm_l)d(x ,Tx*) <0,

S

kada n — +o00, pa sledi da je z* jedinstvena nepokretna tacka preslikavanja

T.

Objasnimo prethodnu nejednakost. Kako je

1

Smfl

1 1
—d(z*,Tx") < d(z*, xpi1) + —Mrp(z,, %) < d(x*, zp01) + d(z*, Tx"),
S sm

to je

Yd(z®, Tz") < d(x*, Tpy1).
Sada, ako n — 400, dobijamo da je

1 1
(g o gmel

Yd(z*,Tz*) <0 = d(z*,Tz*) =0=Tz" =2, m € (2,5].
U slucaju kada je

1 * * * 1 *

gd([E 7T'T" ) S d([E axn+2) + S_mMT (xn—i-lvx )7

koristi¢emo

d(z", xpya) < d(z*, py1)
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

Mp(zpe,2) < s-d(x*,Tx"),
a zatim nastavljamo kao u prethodno navedenom postupku. O

Napomena 4.1. Iz dokaza Teoreme 3.10 sledi da je ona tacna za svako
m > 2. Takode, o¢igledno da su obe funkcije F' i ¢ suvisne u dokazu Teoreme
4.2 Ovo pokazuje da na$ pristup generalizuje Teoremu 3.10 (|78], Teorema

2.2) u nekoliko pravaca.

Sledeéi rezultat je neposredna posledica Teoreme 4.2.

Posledica 4.2. Neka je (X,d,s), s > 1 b-kompletan b-metricki prostor i
neka je T : X — X generalizovana F-Suzuki kontrakcija tako da za svako

x,y € X, pri ¢emu je d(Tz,Ty) > 01i
x,Tx T
28 ) 7y Y

vazi:
1
s"d(Tx, Ty) < QMT (z,9),

s"d (Tx, Ty) S MT (ill', y) ;

exp (s"d (T, Ty)) < exp (Mr (z,y)) ,

m x —exp (s™ x 1
exp (=s"d (Tx,Ty)) p(s"d (T, Ty)) < exp (—Mry (z,y)) — exp (Mr (z,y))’

gde je My (z,y) dato u Definiciji 3.9 i m > 2. Tada u svakom od navedenih
slu¢ajeva preslikavanje 7' ima jedinstvenu nepokretnu tacku x* i za svako

z € X niz {T"2} 2] konvergira ka z*.
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

Dokaz. Svaka od narednih funkcija F : (0, +00) — (—00, +00)

F(ry=r ¥ (r)= %7’; F(ry=r, F(r)=exp(r), F(r) =exp(—r)—exp(r),

jeste strogo rastuca (0,+o0), pa dokaz sledi na osnovu Teoreme 4.2. U po-
slednja tri slucaja funkcija ¢ nije neophodna. O

Napomena 4.2. Uoceni propusti iz rada [78], a koji su ispravljeni i publi-

kovani u [38] su slededi :

1° Dokaz da je

lim My (x,,x") =d(z*, Tx") (4.24)

n—-+o0o

nije tacan , zato Sto b-metrika d nije nuzno neprekidna. Dakle, greska je u

slede¢em:

d(xpi1, %) + d(zp, Tx*)
2s ’

d(z*, Tx*) < Mp(x,,z") = max {d(xn,x*), d(Tpy0,x"),

d(xpie, Tx*) + d(x,se, Tx*)
2s

, A(Tny2, TT") + d(Tpy, Tny1),

d(xpio, T2") + d(xpi1, Tp), d(Tpir,x™) + d(x*,T:z:*)} <

d(xpi1, ) + d(z,, Tx*)
2s ’

< max {d(az‘n, z*), d(xpy0, "),

sld(Tnio, Tni1) + d(xpir, 10)] + d(@y 10, T*)
2s ’

d(xpie, To")+d(Tpi2, Tni1), Ad(Tpio, TF)+d(Tpg1, T0), d(Tpir, 2™)+d(z*, Tz") },
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

odakle, pustajuc¢i da n — oo i koristeci da je

lim d(z,,2") =0,

n—oo
dobija se (4.24).

Naime, mi smo dobili da je

lim My (x,,2%) = sd (x*, Tx"),

n—-+00
akoje s >1im € (2,400).

2° Takode i naredni primer ne zadovoljava pretpostavke Teoreme 4.2.

Zaista, kako je X = {—2,—1,0,1,2} i b-metrika d je definisana na X sa:

0, ako je z =y,
d(z,y) =\ 2, akoje (z,y) € {(1,~1),(~1,1)},

1, za preostale slucajeve,

imamo da je (X,d,2) b-metricki prostor. Neka je preslikavanje 7' : X — X

definisano sa

Stavljajuéi u (3.13) x =0, y = 1 dobijamo

S5 (0,7(0)) < d(0,1) = F (2%d (T(0), T(1))) < F (M (0,1))~¢ (M (0, 1)).
(4.25)
Kako je

2Lch(o,T(o)) <d(0,1),
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4. Rezultati za F-Suzuki kontrakciju u b-metrickim prostorima

tj. 0 < 1, Sto je tacno, i bududi da je
2°d (T(0),T(1)) = 32d (0, —2) = 32
i M7 (0,1) =2, uslov (4.25) postaje
0<1=F32)<F((2)—-v(2)<F(2).

Prema uslovu (F1) sledi da je 32 < 2, §to je kontradikcija.
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Glava 5

Rezultati nepokretne tacke u
M-konusnim metrickim
prostorima nad Banahovom

algebrom

U ovoj poglavlju istrazujemo postojanje nepokretne tacke za generalizo-
vana LipSicova preslikavanja u M-konusnim metrickim prostorima nad Bana-
hovom algebrom. Kao primenu, ispitujemo postojanje i jedinstvenost resenja
za Fredholmovu integralnu jedna¢inu. Nasi rezultati dati u radu |33| genera-

lizuju i poboljsavaju glavne rezultate date u radu [12].

Teorema 5.1. (|33]) Neka je (X, m) 6-kompletan M-konusni metricki pro-
stor nad Banahovom algebrom Ai7T : X — X preslikavanje koje zadovoljava
uslov

m(Tp, Tv) = klm(p, Tr) + m(v, Tv)], (5.1)

95



5. Rezultati nepokretne tacke u M-konusnim metrickim
prostorima nad Banahovom algebrom

za sve i, v € X, pri ¢emu je p(k) < 1. Tada T ima jedinstvenu nepokretnu

tacku.

Dokaz. Neka je py € X proizvoljna tacka i definisimo niz {u,} u X tako da
je pn = Tpin_1, za svako n € N. Iz (5.1) i (my) iz Definicije 2.19 dobijamo

M (g1, fn) = M(Tpin, Tpin—1) 2 k [m(um Tin) +m(ptn—1, Tpin-1)| =

= k[mwmunﬂ) + M1, ) |-

Stoga je

(e = k)m(fins1, pin) = km(fin_1, tin)-

Buduci da je p(k) < 1, na osnovu Leme 3.3 (p(k) < |A| = 1) sledi da je (e—k)

invertibilan.

Dakle,

m(:un-i-lv :un) = k<6 - k)_lm(,un—la ;un)

Stavljajudi da je

h=kle—k)™,

dobijamo

M(fing1s fn) = 0 (fns fhn—1).

Koris¢enjem Leme 3.4 i Leme 3.8, imamo da je

p(h) = p|k(e = k)] < plk) - p((e = 1)) < 2000
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5. Rezultati nepokretne tacke u M-konusnim metrickim
prostorima nad Banahovom algebrom

Prema tome, e — h je invertibilan. Nastavljajuci istim postupkom, dobi¢emo

M (fs fns1) = R"m(po, p11).
Ocigledno je da vaze uslovi (i), (ii), (iii) iz Leme 2.18.

Stavise, za svako n,m € N, n > m, imamo da je

My, fom) — M M, Pnt1) — M i1+ M (g1, fom) — Mty s 1,

= (s pnr) + Mg ) 2
= (s fngr) + Mng1s fng2) = M s + M Bng2; i) = My o, 3
= (s fng1) + Mty ) + (g2, fm) =
= M, fint1) + g1, fns2) + M(fns2s fg1) + -0 m(n-1, fn) =
= h"m(po, 1) + " mpo, pa) + -+ R m(po, pa) =
= et R R e W g, ) = (e = ) R, ),
jer je, kako smo pokazali, r(h) < 1. Dalje, prema Propoziciji 2.1, sledi da je
+o0
(e—h)!= Z h', kada m — +oo0.

i=0

S obzirom na Napomenu 2.3, imamo da vazi

1B m g, )l < [1A" ][ lmpeo, )] = 0

kada n — 400, a prema Lemi 3.6 imamo da je {h"m(uo, p11)} c-niz. Koristedi

Lemu 3.2 i Lemu 3.7, sledi da je {u,} 0-Kosijev niz u X. Kako je X 6-
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5. Rezultati nepokretne tacke u M-konusnim metrickim
prostorima nad Banahovom algebrom

kompletan, to postoji u € X tako da je

Hm m(pn, p) = Lm — m(pn, pm) = m(p, p) = 0. (5.2)

n—-+o0o n,m—-+o0o

Takode, u, — p kada n — +o00, za neko p € X. Dakle,

M(fln, ) — My — 0, M — 400

My, = min {m(,un,,un),m(,u, u)} — 0, n— 400 (5.3)
My, Tp = min {m(unu Mn)a m(Tlu’u Tﬂ“)} =0, n— +oo. (54)
Sada ¢emo pokazati da je m(u, Tu) = 6.

Iz (m4) dobijamo

m (e, Tp) = Mgy X mps, pin) = My, M, Tpe) = My, 1,
za svako n € N.
Dakle, imamo da je
m(p, Tpe) = myry 2 m(p, pin) + m(pn, T) =

= m(ps, i) +1m(Thin—1, T) 2 m(p, i) + k [m(nr, Tpin—r) +m(p, Tp)) =
= m(p, ftn) +k m(pn-1, ) +k m(u, Th),
odakle je
(6 - k)m(ﬂv T,u) — Myt j m(,u7 H’n) + k m(;un—la :un)7
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Sto implicira da je
(e — k)ym(p, Tn) 2 0.

Mnozenjem poslednje nejednakosti sa

+00
(e—k)=> k>0,
=0
dobijamo da je m(u, T'u) = 0, odakle je,
m(p, T) = 0.
Po uslovu (5.1), imamo da je
m(Tp, Tp) = k|m(p, Tr) +m(p, Tu)] =2k m(u, Tp),

pa iz (5.5) dobijamo
m(Tu, Tp) = 0.

Na osnovu (5.2), (5.5) i (5.6) sledi

m(p, i) = m(Tp, Tr) = m(p, Th).

(5.6)

Koris¢enjem (m;) dobijamo da je T'w = p. Na kraju, pokazacemo da presli-

kavanje 7" ima jedinstvenu nepokretnu tacku. Pretpostavimo da je v druga

nepokretna tacka preslikavanja 7. Iz (5.1), dobijamo da je

m(pu,v) =m(Tu,Tv) <k [m(,u, Tv) +m(v, TI/):| =k [m(,u, w) +m(v,v)|.
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Na osnovu (5.2) imamo da je

m(p,v) =0,

odakle je y = v. Dakle, pretpostavka da postoje dve nepokretne tacke presli-
kavanja 7' je bila pogresna. Prema tome, p je jedinstvena nepokretna tacka

preslikavanja 7. O]

Teorema 5.2. (|33]) Neka je (X, m) 6-kompletan M-konusni metricki pro-
stor nad Banahovom algebrom A i neka je T': X — X preslikavanje koje

zadovoljava uslov
(T, Tv) =< k[m(s, Tv) + m(Tp, v)), (5.7)

za sve p,v € X, pri ¢emu je p(k) < 1. Tada T ima jedinstvneu nepokretnu

tacku.

Dokaz. Neka je pug € X proizvoljna tacka i definisimo niz u, = Tu,_1, za

svakon € N.

Iz (5.7), i (m4), dobijamo
M (g1, ) = (T o, T —1) = k[m(umun) + m(unﬂ,un_l)} =

=1, 1)1 )= s )= s |
=k [m(ﬂm fn) + (15 fin) — (15 1) + 0l fn—1) — (i i)+

a1, 1) | = [t 1)+ (o, ) |
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Dakle,

(e = k)m(pnr1, o) = km(pn, fin-1).-

Kako je p(k) < 1, to na osnovu Leme 3.3 sledi da je e — k invertibilan.
Iz poslednje relacije imamo
m(,un—l—h ,un) j k<e - k>_1m(ﬂn7 ,un—l)-

Ako stavimo da je

h=k(e—k)™*
oc¢igledno je da tada vazi
m(/"tn+1) Pm) j h m(pn, Mn—l):
Stoga

o) = p(k(e 1)) < plk) - (e ) 1) < LB

~ 1—p(k)

pa je e — h invertibilan. Nastavljaju¢i na isti nacin, dobi¢emo

m(,un7 /’Ln-‘rl) j hnm<,u07 ,ul)

Uslovi (i), (ii), (iii) iz Leme 2.18 su zadovoljeni.

Stavise, za svako n,m € N, n > m, imamo da je

M (s fim) — Mt M, Pnt1) — Moyt a T M (fnt1, fm) — Mty i1

= m(ﬂna :un—i—l) + m(:un—&-l? Mm) =
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=y 1) + Mot 15 Bnt2) = Moy T M B2y Him) = Myt i =
= m(fny pngr) + M (Hngrs nsa) + Moy, fim) =
2 m(fny pngr) + M (Hng1s Hnga) + M (Hngas fng1) + -0+ M(Hme1, fm) =
= h"m(po, pa) + B m(po, ) 4 -+ R mpo, ) =
=h" [e +h+h?++ hm_”_l]m(ug,ul) = (e — h)*h™m(po, 111),
jer je, kako smo pokazali, r(h) < 1. Prema Propoziciji 2.1 sledi da je

+o0
(e—h)'= Zhi, m — 400.

=0

S obzirom na Napomenu 2.3, imamo da je

1A m(po, p) | < 1A™ [ Impro, )l — 0,

kada n — 400, a prema Lemi 3.6, imamo da je {h"m (o, pt1)} c-niz. Koriste¢i
Lemu 3.2 i Lemu 3.7, sledi da je {u,} 0-Kosijev niz u X. Buduéi da je
(X, m) 6-kompletan M-konusni metri¢ki prostor nad Banahovom algebrom,

to postoji p € X tako da je

Im m(pn, p) = Um m(pn, pim) = m(p, 1) = 0. (5.8)

n—-+0o n,m——+o0o

Takode, u, — u, kada n — +o0o za neko u. Dakle,

M, f) — My — 0, M — 400

i — My — 0, n — +o00.
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Koristedi (ii) iz Leme 2.18, dobijamo m(u,, ) — 0, kada n — +o0, a takode

vazi

My, = Min {m(,un,,un),m(,u, u)} — 0, n— 400

i my,r, = min {m(un, ,un),m(Tu,T,u)} — 6, n— +o0.
Dalje ¢emo pokazati da je m(u, Tu) = 6. Iz (my), dobijamo da je

m(:ua T:u) — Murp -_< m(/% Nn) - Muu, + m(/vbna T,u) — My, Ty,

za svako n € N. Dakle, imamo da je
m(p, Tp) — myery 2 m(p, pin) + mpn, Tr) = mlp, o) + m(Tpn—1, Tw) 2

=< m(pt, pin) + k[m(pn—1, Tp) +m(Tpin -1, )] =
= m(p, fin) + k m(pp—1, T) + +k m(pn, p) 2

=<, n) + [0 1) = M, T) = myry] + km(p, p),

Sto implicira da je

(6 o k)m(ﬂ> T,u) =0,

odnosno

m(p, Tu) = 0.

Po uslovu (5.7), imamo da je

m(Tp, Tp) 2 k|\m(p, Tr) +m(Tp, u)] = 2k m(p, Tp).
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Iz (5.8) dobijamo

m(Tu, Tu) =0, (5.9)

aiz (5.7), (5.8) i (5.9) sledi da je

m(p, p) = m(T'p, Tp) = m(p, Th).

Koristeéi (m;) dobijamo da je T = p. Na kraju, pokazac¢emo da preslikava-
nje T' ima jedinstvenu nepokretnu tacku. Pretpostavimo da je v neka druga

nepokretna tacka preslikavanja 7. 1z (5.7) sledi
mp.v) = m(Tp, Tv) < k|m(s. Tv) + m(v, Tp)| =

= k[m(, v) + m(v, 1) |, = 2k m(e,v),

Sto implicira da je

(e —2k)m(u,v) < 6.
A kako je p(k) < 1, zaklju¢ujemo da je
m(p,v) =0,
odakle sledi da je p = v. Prema tome 7" ima jedinstvenu nepokretnu tacku.

]

Posledica 5.1. ([33|) Neka je (X, m) #-kompletan M-konusni metricki pro-
stor nad Banahovom algebrom A i neka je T': X — X preslikavanje koje

zadovoljava uslov

m(Tp, Tv) = km(p,v),

za sve u,v € X, pri ¢emu je p(k) < 1. Tada T ima jedinstvenu nepokretnu
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tacku.

Primer 5.1. Neka je A = C{¥[0,1]. Definisimo normu na A sa

| l1=0 e lloe + 11 2 oo,
za svako p € A. Tada je A realna Banahova algebra sa jedinicom e = 1. Skup
P = {,u ceA:pu> 0}

je normalan u A. Naglasimo da konus P nije normalan u A (videti [88]). Neka

je X =0, +00). Definigimo preslikavanje m : X x X — A sa

PV
mme%=<2 )m

za svako p, v € X. Tada je (X, m) f-kompletan M-konusni metri¢ki prostor

nad Banahovom algebrom A. DefiniSimo preslikavanje 7' : X — X sa

T =log (1—|—§>.

Kako je log(1 +u) < u, za svako u € [0, +00) za svako 1 p € X. Sledi da za

svako u,v € X, dobijamo

m(Tu, Tv)(t) = % [log (1 + g) + log (1 + g)

foH
273

b

e

= Smip (o),

gde je k = % Dakle, svi uslovi iz Posledice 5.1 vaze, pa T ima jedinstvenu

nepokretnu tacku pu = 6.
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5.1 Primena na postojanje reSenja integralnih

jednacina

Razmotrimo klasu neprekidnih funkcija C([0,77, R) na [0,7], T > 0.

Neka je u A = C[0,T] definisana norma na sledeé¢i nacin

1= llse + 11 Hloo -

Pri uobi¢ajenom mnozenju, A je Banahova algebra sa jedinicom e = 1. Neka

je m M-konusna metrika data sa

pEvy
m(p, v)(t) = Sup< 5 )e,

t€la,b]

za svako p,v € C([0,T],R). Imajmo u vidu da je (C([O,T],R),m) 6-
kompletan M-konusni metric¢ki prostor nad Banahovom algebrom (C’ 0,77, R) )

Teorema 5.3. ([33]) Pretpostavimo da za svako p,v € C([0,T], R) vazi
| K (t,s,0(t) + K (t,5,0(t) | < Apt) + ()], tsel0,T)

gde je X € [0,1). Tada integralna jednacina

T
/K (t,s, pu(t (5.10)
0

gde je t € [0,T7], ima jedinstveno resenje na C([0,7],R).
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Dokaz. Definisimo preslikavanje T': X — X sa

T
/Kts,u
0

za svako t, s € [0,7]. Imamo da je

(T ) (1) = [P0 f( (t:510) ;K@8“m>¢aj
) 73 (t0) K5 ) o waw;wwwsgj

A

T T
t t
A/ OO ) 1 < (3 gp (LOLE 1O /% o
4 te[0,b] 2 9

Dakle, uslov (5.1) je zadovoljen. Prema tome, svi uslovi Teoreme 5.1 su is-
punjeni. Otuda 7" ima jedinstvenu nepokretnu tacku, Sto zna¢i da Fredhol-
mova integralna jedna¢ina (5.10) ima jedinstveno reSenje. Ovim je dokaz

zavrsen. O
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